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Vorwort. 


I; verftehe unter der höheren Analyfis, im 
Gegenſatze der, die Algebra, die unbeftimmte Analytik 
und die Euklidifche Geometrie, umfaffenden niederen 
Analyfis, denjenigen Theil der reinen Mathematik, 
welcher "die veränderlichen Größen, fie mögen nun Zah» 
im, vder bie anſchaulichen Formen des Raumes, näm⸗ 
ih: Linien‘, Blähen und Körper fein, sum Segen, 
Ande Hat, 

| Hiernach zerfällt dieſe Wiſſenſchaft in zwei Haupt⸗ 








theile: | 
I. in die höhere Krithmetif, weiche bie 
Funktionenlehre, oder die allgemeinen Bes 
ziehungen der Funktionen zu den in ihnen: vors 
kommenden veränderlihen Größen, ferner bie . 
Differential und Sntegralrehnung 
enthält, 

I. in die Höhere Geometrie, welche von ben 
Kurven mit einfaher Krümmung fowohl, als 
auch von Zlähen und Kurven mit doppelter 
Krümmung handelt, 

Diefer Eintheilung gemäß habe ih im vorliegen: 
In Werke bie einzelnen Lehren, zwar kurz und bündig, 


IV 


allein, wie ich Hoffe, ohne der Deutlichkeit Eintr 
zu machen, und mit fleter Rüdficht auf ihre Anwen 
barkeit für das Leben, vorgetragen: wobei ich, um de 
Ganzen nicht eine disharmonifche Ausdehnung zu gebe 
die weitere Ausführung und Anmendung einiger Lehre 
fonad) aud) ihre Literatur, mit Ausnahme einiger w 
niger Citaten, abfihtlich übergangen habe. 

-Die vorausgeſchickte Einleitung enthält Gegend 
flände, welche in den gewöhnlichen Lehrbüchern ber 
Algebra entweder gar nicht, oder nur .obenhin behan⸗ 
beit werden‘, und bie ihrer Anwendbarkeit halber einem 
Anfänger manches Vergnügen gewähren dürften, 

Die eingeftreuten Tafeln, und insbefondere, bie 
dee hyperboliſchen Sektoren zur leichteren Auflöfung 
der Zubifchen Gleichungen, und der ellipfifchen Bogen⸗ 
längen, find für jene Lefer beſtimmt, welche von ber 
“ Mathematik einen praktiſchen Gebrauch machen, 


Prag, Im September 1830» 
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Einleitung. 


L, Theilbarkeit der Zahlen. 


4, Rn dekadiſchen Zahlenfufteme , wo zehn Eins 
heiten irgend einer Ordnung immer eine Einheit der nächft. 
höheren Orbnung befragen, ift die Größe 10” der ges 
meinſchaftliche Faktor aller auf die nte Stelle folgenden 
höheren Seien einer Zahl, und eben fo find 
| a got n. ſ. f. ol 
die ——— Zattoren, der auf die 
2nte, Inte, Ante Stelle u. ſ. f. | 
beziehungsweife folgenden höheren Stellen verfelben Zahl s 
theilt man daher eine Zahl. von der rechten zur linken 
Hand in Klaffen ein, indem man auf jebe berfelben n 
- Stellen zählt, unb bezeichnet die numerifchen: Werthe 
der auf einander folgenden Klaſſen mit den Buchſtaben 
a, b, c, d, e,—... 1 
ſo iſt der allgemeine Kusdeud eine folchen Zahl 


N=a+b.10"-+ 0. 10° + d. 10 In) 
wo 1 die letzte (K 41)te Kaffe vorftellt. 


2, Sei 101 durch p theilbar, mithin J 
10 Apæ l, alfe | | 


10% —— =p(A’p +2 4) — 4 und wenn man 
Kutitis Analyſis. 


2 Gintleitung. 


. zur’ Abkürzung die Größe A? p+ Am B feßt, 
40° —Bp+1, daher 
1 Ap+N Bp-+N) = p (ABp +FA+B) +1 
and ABp + ArB=G gefeet, wird 
w"=- * cp44, eben fo if 
40° "=Dp+iu fh | 
und allgemiein ift I 
10° = Kp + 1 f "woK irgenb eine ganze Zehl bedeutet: 
fubſtituirt man dieſe. für 10°, 10°, 109°... ges 
fundenen Werthe in ber Formel 1); fo wird 


 N=a+b Ap+N-+eBp+N+dlClp+ri1)+.- 
--1(Kp + 1), oder wenn man reducirt | 


@).+..N=p Ab+Be--Cdh...2+Kh). 
rarbrerdr... Fi | 
3, Sei ferner 10° +1 durch q teilbar, ao 
10" —=Aqg-1, v iſt 
Ag —N’=qglA a) +1, 
= Bq-+1 zur Abfürzung, u 
1 =(Ag—N) ® q+D=q ABg+ Amt 
— —04—-1 
10° (419 - (64 - )* 40 —V 
| =Dq-r1, und eben fo 
w"=Eg—1, und allgemein 
—RE ‚ie nachdem K eine gerabe oder ungerade 
Zahl vorftellt ; man erhält Daher nad) der Subftitution 


diefer Ausdrüde in der Formel 1) 
N Aare Bga+t +dlg-D 
re (Dq rt ..;. u En 


3 ’ 











J. Zheftbarkeit ber Zahlen. 3 


| 
F ober , wenn man tebuoret 
f)..,. N = AbrBetüdtder. .+Kl) 

Zur u am brceHd+e—, +1 
Verſteht man, unter nziffriger Ktaffenfumme 
ben Ausdruck b pc +d +... +1 
hingegen unter nziffriger Klaffendiffere nz den 
Unterfchied zwifhen der Summe aller Klaffen an den 
geraden Stellen, und ber Summe aller Klaffen an ven 
ungeraden Stellen, ſonach den Ausdrud 


a—b+c—d+tre—..,, +1 

fo geben die Formeln a) und 4) ben Sagı Jede Zapf 
deren nziffrige Klaffenfumme mit i0’—A, 
der deren nziffrige Klaffendbifferenz mit 
40° + 1 einen gemeinfhaftlihen Faktor 
bat, läßt fih durch diefen Faktor ohne Reſt 
theilen. Iſt aber eine nziffrige Klaſſen— 
differenz Null, fo bat die zugehörige Zapl, 
alte Zaktoren mit 10" +1 gemein. 


4. Bei der Anwendung diefes Satzes auf beſondere 

Faͤlle ergeben ſich folgende Kennzeichen der Theilbarkeit: 

gür m 1, bat man 10" —1=9, alfo p=3, 

oderp = 9, und 10" -+1=11, dadergq = 11, dieß 
gibt die bekannte Regel: Jede Zahl, deren Zifz 

fernfumme fih durch 3 oder 9 theilen Läßt, 

iſt durch diefelbe Zahl theilbar, hingegen, 
ift eine Zahl durch 11 theilbar, wenn ihre - 


Bifferndifferen;z (einziffrige Alaſſendifferer) 11 
zum Faktor hat. 


irn = 2, erhält man 10° 1= =, 
weldjes Feine nen .Ergebniffe liefert, allein es wird 
4 M 
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10° + 4 = 101, mithin g = 401; hiernach iſt öde 


Z3ahl durch 101 thbeilbar, beren zweiziffrige 
 Klaffendifferenz diefe Bent sum Faktor 


bat. 
Füren = 3 folgt 101 = 9 — 37.237, alfo 


p=37, und. ion 1 = 1001 = 7. 11. 13, mithin 
=7, oder g= 13; demnach ift jede Zahl durch 
37 theilbar, wenn ihre breiziffrige Klaf 
fenfumme fid biedurch theilen läßt, hinges 
gen ift fie dutch 7 oder 13 theilbar, jenad« 


bemißre dreiziffrige Klaffenbdifferenz 7 


oderi5 zum Faktor hat, 
5, Mittelft diefer einfachen Hegel, wirb die Theil 


. barkeit einer jeden Zahl duch 7, 13 oder 37 auf die 


Theilbarkeit einer breiziffrigen Zahi durch dieſelben Fak⸗ 
toren zurückgeführt. Gibt man dieſer letzteren Zahl die 
Soma + 10b=a+3b--7b, ſo erhellet, bag 
fie durch 7 theilbar, ſobald 8a -- 3 bift, d. i. wenn 

— 2a + 7c wird; e8 ift alfo eine breigiffrige Zahl 
durch 7 theilbar, wenn ber Unterfchieb ihrer zwei bö- 
heren Ziffern und des in ihnen enthaltenen Bielfachen von? 


\ ‚Doppelt fo groß ift, als ihre Endziffern z. B. bie Ba J 


. 17261514039, 
in dreiziffrige glaſſen getheilt, gibt 
17 + 514 — 261 — 030 =.531 — 300 — 231 
es ift aber 23 = 21 +2, und ba der Reſt 2 die End⸗ 
ziffer 1 zweimahl enthält, ſo iſt die Zahl 231, folglich 
auch die gegebene Zahl ſelbſt durch 7 theilbar. 
In Beziehung auf-den Faktor 13 hat man 
a + 10 b_ a— 3b 
13 
und a —S3boder3b —a it durch 13 eier, wem 
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F 13 © gefeht wird; 





b= =y ® oderb=- 


ed ift alfo eine breiziffrige Zah durch 13 theilbar, wenn 
der Unterſchied ihrer zwei höheren Ziffern und dem Viel⸗ 
fachen von 13 ein Drittel der nöthigen Falls um 13 vers 
größerten Endziffer beträgt. 


6. gürn = 4, wird 10"+1= 10001 = 73.137: _ 
baher ſowohl q = 73, als auch q = 137 zu feßen if; 
hieraus folgt: Jede gahi deren vierziffrige 
Klaſſendifferenz durch 73 oder 137 theilbar 
iſt, läßſt ſich durch dieſe Zablen beziehungs⸗ 
weiſetheilen. 


Fuͤr nS erhält man 10°— 1 = 99999 = 9.41.271, 


alfop—= 41, und au p= 271, ferner hat man 10°-+H1 
= 100001 = 11.9091, dieß gibt die Regel: jede 
Zahl, deren fünfziffrige Klaffenfumme 
durch 41 oder 771, oder deren fünfziffrige 
Klaffendifferenz burd 9091 theilbar ift, 
läßt fihdurd Diefezahlen beziehungsweiſe 
theilen. 

7. Vereinigt man vorftehende Regeln mit ben be⸗ 
Fannten Kennzeichen der Theilbarkeit einer Zahl durch 
2 und 5, fo kann man die Zerfällung einer Zahl in Faf- 
toren in den meiften Fallen bewirken, in anderen Fällen 
wird man jedoch die Faktorentafeln zu Wathe ziehen 
müflen, unter benen bie folgenden: 

Table des diviseurs pour tous les nombres des 
fer, 2e et 3e million. -Par J. Ch. Burckhardt. 
Paris 1817. 

Tafeln der einfachen Faktoren aller Zehlen unter 
Einer Million. Von J. Ph. Kulik. Grädt 1825. 
am vollftändigften find, Bergl. Anmerk. a, 


° 


N 


6 Ä Einbeitung.. 


u, Konftruftion der. Faktorentafeln. 


S8. So mühſam und weitläufig manchmahl das Ber⸗ 
fahren iſt, die Faktoren einer Zahl aufzufinden, fo leicht 
iſt die umgekehrte Aufgabe, Zahlen zu beſtimmen, welche 
durch eine gegebene Zahl theilbar ſind. Folgende Be⸗ 
trachtungen führen auf den einfachſten Wes zur Kon⸗ 
ſtruktion der Faktorentafeln: 

Schließt man aus der Weihe ber ungeraben gah⸗ 
len ron 3 an, jede ‚dritte, hierauf von 5 an, Br 
fünfte Zahl aus, fo erhält man folgende durch. 2, 


und 5 nicht theilbare Zahlen x 


) 1,7, 11, 13, 17,.19, 23, 29, 31, 37, 41, 


43,47, 49,53, 59, 61,67... . deren Anzahl big 


zu irgend einer Zap N man fo findet; es gibt unten 


- den N natürlichen Zahlen nur NL—H) = N’ ungerade 


Zahlen, und unter diefen nur, N(1 — 3) = N" 
durch 3, und N” (1— 3) durch &, nicht theilbare Zahlen, 
ſonach it die gefuchte Anzahl 

= NA—J)U—HU-d= 4 
fegt man bier N = 300, fo wird 4 N = 80, alfo auf . 


“ je 300 natürlihe Zahlen enthält die Reihe y) blog 80 


Glieder, und ed erhellet von felbft, daß die zwei Ends 
ziffern derfelben in Perioden non 80 Gliehern wiederkeh⸗ 
ren, während die höheren Stellen in den auf einander 
folgenden Perioden eine arithmetiſche Reihe bilden, die 
nach der Differenz 3 fortläuft. Man kann daher die 
Reihe ſehr leicht, ſo weit man will, fortſetzen, wenn 
man auf einem Blatt Papier 80 horizontale, und eine 
beliebige Anzahl vertikaler Linien zieht, und die 80 Fel⸗ 
der der erſten vertikalen Spalte mit den Gliedern der 
Reihe y), hingegen die Felder der oberſten horizontalen 


Seile mit ber arithmetiſchen Reihe 0,3, 6,9, 12,15, 18, 1... 
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bezeichnet: da dann jedes Glied, beren Hunderte das 
höchfte Glied der horizontalen Zeile nicht Überfchreiten, 
feinen eigenen Pla& auf der Tafel erhält, und den man 
an dem Orte findet, wo bie ben Hunderten zugehörige 
vertifale, mit der horizontalen durch bie Endziffern des 
gegebenen Gliedes bezeichneten Beile, zufammentrifft., 


.9. Sft reine Primzahl, fo erfcheint fie als Faktor . 


jedes xten Glieded der Meihe y) von x anzufangen, 


mithin bei einer Anzahl von Gliedern - N; wor⸗ 


aus folgt, daß in N 300r Zahlen, 80 Glieder der 
Reihe durch x theilbar find, und die je r vertikale Spal⸗ 
ten der Tafel beftändig in derfelben Ordnung auf 'einan- 
der folgen. Hat man daher durch die Addition ber 
Vielfachen von r, wie fie Die Differenzen der Reihe y) 
mit fi bringen , die erften 80 durch x theilbaren Zahlen 
gefunden, und in der Tafel eingefcagen,, fo ergeben fich 
fhon alle | folgenden Zahlen diefer Art ohne alle 
Kechnung: Man wählt hiezu ein den r Spalten der 
Tafel gleihes Stüd Papier, verzeichnet darauf die Lage - 


- Diefer Zahlen fo, wie fie in der Tafel erfcheinen, und 


ſchneidet in jeder derſelben eine Oeffnung aus, daß i immer 
ein Feld der Tafel hindurch ſichtbar wird; ein ſolches 
Netz wird hierauf nach und nach an die ıte, 2te, Irte . 
Spalte u. f. f gehörig angelegt, und die innerhalb deſ⸗ 
felben zum Vorſchein fommenden Felder: der Tafel‘ mit 
dem Kaktorr bezeichnet. Aufider folgenden Vignette erficht 
man bie zugehörigen Netze für die Zahlen 7, 11, 13, 17, 
wo die durchbrochenen Felder ſchwarz überzogen: erfcheis 
nen, ind man kann leicht bemerken, daß diefelben in 
Beriehung auf Die mittlere horizontale Linie ſvmme⸗ 
triſch geordnet ſind. 
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10. Hat man eine Faktorentafel von großer Aus⸗ 
behrung im Sinne, fo ift ed vortheilheft, die Tafel 
ſammt den in 77 vertilalen Spalten eingetragenen Fakto⸗ 
ven 7 und 11 in Drud zu legen, und ſich hievon eine 
Anzahl Abdrüde machen zulaflen, weilvon diefen am häufig= 
ſten vorkommenden Faktoren, jener je7, biefer je 11, mithin 
beide je 7. 11 = 77 Spalten genau in berfelben Ord⸗ 
nung fich wiederholen. Man beftimme hierauf mittelft der 
zugehörigen Netze (9) die durch 13 und alle folgenden 


Primzahlen nach einander theilbaren Zahlen, wie ſo eben 


J 


a 
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gezeigt wurde, bis man auf eine Primzahl A kommt, 
welche nächft größer ift, als [7 ; N, wo N die Grenze 
bedeutet, bis zu welcher die Faktorentafel fich erftreden 


‚ fol. Man fuche nun die Unterfchiebe zwifchen den auf 


A folgenden Primzahlen, und addire zu A nad) einander 
bie geraden Vielfachen von A, in der Ordnung, wie fie 
jene Unterſchiede verlangen‘, ſuche die Ergebniſſe in der 
Tafel auf, und bezeichne die zugehörigen Oerter mit dem 
Faktor A, und eben ſo verfahre man, mit den auf A fol⸗ 
genden Primzahlen, bis zu einer Zahl M, die zunächſt 
kleiner iſt als N, wodurch die Arbeit ihr Ende er⸗ 
reicht — die dann noch in der Tafel leer bleibenden 
Felder gehören den Primzahlen an. 


III, Verſetzungen und Verbindungen ber Größen. 


ur 11. Wenn man mehrere Buchftaben a, h, 0, d... 
oben“ auch mehrere Ziffern 1, 2, 3... oder andere 
Symbole in ein Glieb neben einander ſchreibt, fo heißt 
ein jedes fo entftehinde Ganze eine Jufammenftel- 
lung (Komplerion), deren Theile die Elemente, 
und bie Anzahl der gewählten Elemente der Zeiger. Hat 
man einmabl die Wangorbnung der Elemente feſtgeſetzt, 
welche bei den Buchſtaben die alphabetifche, bei den 
Zahlen die natürliche, iſt; fo ift hiedurch auch ber Werth 
einzelner Zufammenflellungen gegeben: man nennt näm⸗ 
ich ein Element ein höheres, welches in der Reihe der 
Elemente weiter gelegen ift, das ihm vorangehende ein 
niedrigered Element, und unter zwei Jufammens 
ſtellungen, wenn fie von der Linken, zur Rechten ftellen- 
vaeife verglichen werben, heißt diejenige die höher e, | 
in welcher die erſte ber verſchieden beſetzten Stellen ein 
höheres Element einnimmt. Wenn die Zufammenftelluns 


’ & 
nas- 
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gen fo auf einander folgen, daß nie eine niedrigere einer 
höheren nachfteht, fo fagt man, daß fie gut‘ geor d— 
net ſind. 


12. Will man die gegebenen Elemente nach irgend 
einem Zeiger, ſo oft als es möglich iſt, in einer andern 
Ordnung auf einander folgen laſſen, ſo heißen die Zu— 
ſammenſtellungen Verſetzungen (Permutationen): 
wenn man dagegen die Zuſammenſtellungen, fo oft es an⸗ 


gebt, aus verfchiedenen Elementen bildet, fo nennt 


man fie Verbindungen (Kombinationen), 


13. Um aus den gegebenen Elementen alle möglichen 
gut geordnete Verfegungen nach irgend einem Zeiger nn 


zu erhalten, beſtimme man zuerft die niedrigſte Verfegung, 


indem man die n erften Elemente ihrem Range gemäß 


zuſammenſtellt, und man findet aus ihr, und eben foaus 


jeder anderen Verſetzung bie nächft höhere, wenn 

die entferntefte Stelle, in welche ein höheres El 

gebracht werben. kann, damit beſetzt, und hierauf hie 
folgenden Stellen in ihrer natürlichen Ordnung an eins 
ander reihet. Auf dieſe Weife gelangt man ftuffenmweife 
zu immer böheren Verfeßungen, bis nicht die lebten n 
Elemente in verkehrter Ordnung zum Vorfchein kommen, 
wodurch fich die höchſte Berfegung zu erfennen gibt. Vei 
den, Berbindungen, wird zwar auch die entferntefte 
Stelle, welche ein höheres Element aufnehmen kann, da⸗ 


“mit befest, allein die darauf folgenden Stellen müſſen 


bie nächſt höheren Elemente erhalten, damit die Rangord⸗ 
nung berfelben in einzelnen Verbindungen nicht geftört . 
wird, Die höchſte Verbindung nach m, wird fonach die 
n legten Elemente in ihrer feftgefesten Aufeinanderfolge 
enthalten. 3, B. Aus ben Elementen 1,2, 3, 4 sine 
es Verſetzungen nach vier: 


De 1 


111. Verſetzungen und Verbindungen der Erößen. 1 


1234. 1243 1324 1342 1423 1432 
2134 2143 2314 2341 2413 2431 
3124 3142 3214 3241 3412 3421 
4123 4132 4213 4231 4312 4321 
dagegen Verbindungen nach drei: 123 124 134 234 
14. Bei gut geordneten Verſctzungen ber gegebes 
nen m Elemente nach n, erfcheinen zuerft Glieder, Die 
mit dem erften Elemente anfangen, dann kommen jene, 
die das zweite, britte, mte Element an der Spite has . 
ben: hiebei enthalten fämmtliche ‚Glieder, welche mit 
irgend einem gemeinfchaftlihen Element canfıngen, alle 
möglichen Werfegungen der Übrigen m — 1 Elemente 
nah n— 1 gut geordnet, weil zur Bildung der Vers 
fegungen alle Elemente auf eine und diefelbe Art beis 
tragen, und mithin jedes berfelben in eine beftimmte 
Stelle fo oft zu ftehen kommt, als die übrigen; ed gibt 
ſonach m Gruppen von Verſetzungen, Be mit einem ges 
meinfchaftlichen Anfangselemente verfehen find,. Bezeich⸗ 
net man nun die Zahl aller möglichen Berfegungen von m 
Elementen nah dem Zeiger n mit [m, n], und von. 
m — 1 Eiementen nad) dem Zeiger n — 1 mit | 
 [(m—1), (a—1)]; fo ift [m, n]) =m [((m—1), n—1)] 
Es ift aber die Anzahl der Berfegungen von m — 1 Eles 
menten nach 1 nur m — 1, ſonach bat man 
[m, 2]=m[(m—1),1]=m (mi 1), und eben fo 
(m, 3} = m [(m - 1),2],aber [m—1),2]=(m—1)(m—2), 
daher iff ” 
[m,3] = m (m —1) (m—2), hieraus ergibt fich ferner 
[m,4]=m(m—1)(m— 2) (m — 3), und allgemein 
[m,n]=m(m — 1)(m—2) (m —3).., . „ (m—n-+1)...2) 
Macht man hier n—= m, fo wird 
[m, m] = m (m—1) (m 2) m—3) ...3.2.1 
ein Ausdrud, den wir nah Kramp Kürze halber 
mit ma! bezeichnen werben; ed iſt alfo Die Anzahl aller 
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| möglichen Verfeßungen für m verſchiedene Giemente a 


m, ne M,m]l=m!,. +3). 


45, Die. Menge der Verbinduugen zu finden, welche 
aus m Elementen nach dem Zeiger n gebildet werden 
können, gedenfe man fich diefelben in eine horizontale 
Zeile neben einander gefchrieben, ihre Anzahl werde 


mit(7) hezeichnet, wobei die obere Zahl immer bie Zahl 


„ber zu verbindenden Elemente, die untere aber ben Zeiger, 


ober bie Zahl derfelben in einzelnen Verbindungen, an⸗ 
gibt, Man.fege hierauf unter das erſte Glied der hori=. 


gzontalen Reihe, welches die niedrigfte Berbindung enthält, 


alle BVerfegungen, bie aus denfelben Elementen, welche 
in der Verbindung vorkommen, entftehen können, fo 


. erhält man eine vertikale Reihe mit [n, n] Gliedern: 


\ 


(„ mul) (m2)....(0+1) 
‚ \m—n/” — —t — — 


verfährt man eben ſo mit dem zweiten und den folgenden | 
Gliedern der horizontalen Reihe, fo ergeben fih („)ser- 


tikale Reihen zu [n,n] Gliedern, in welchen ſämmtliche 
Verſetzungen erſcheinen, die ſich aus m Elementen 
je n derſelben bilden laffen, num ift die letztere Zahl 


== [m,n], ſonach bat man (= 4 =, und wegen 2) 


und 3), wird (2) Kae m2)....(n-aH) .9 


1.2.3.... 

16. Die Verbindungszahlen haben mehrere merk⸗ 
reürdige Eigenfchaften, mit denen’ wir und nun befannt- 
machen wollen. Setzt man im Ausdrucke 4) m —n an 
die Stelle von n, fo folgt flatt m — n41 die Größe. 
m mon} 1=n-+1, mithin ift 


i.2. pe Te RER 


. bringt man nun beide Ausdrücke 4) und 5) auf ben ger 





ws « 


M. Verſetungen und Werbindungen der Größen. 13 
meinfchaftlichen Nenner, fo wird der Zähler von wi 


3) = (m—1)} (m. (matt) 1 .2. 3. . . (mn) . 


und der Zähler von 


(,)= m (m) mg}. nl)..3 .2.1=m! 


aber ift immer (=) A) .®. 100 Srögen 


ije G8 undje 32 verbunden geben biefelbe Anzahl von Ver⸗ 
bindungen. 

Man hat ferner dem Xusdrude 4) gemäß 
m(m--1) (m—2) ....(m—n-+?2) 
| )⸗ 1 U 2 . 3.... (n—1). 
und diefen Werth in 4) gefegt, wird 


=) — Rn, 


hiernach ift 


O-OER- = (%) A m 
u. ſ. f.5 man Kann Daher , wenn die Zeiger nach ben na= 
türlichen Zahlen fortlaufen, die zugehörigen Verbindungs⸗ 
zahlen bei derfelben Anzahl von Elementen fluffenmweife 

von einander ableiten. 3. B. In der befannten Zahlen 

Iotterie werben 90 Nummern in ein Behältniß gethan, 
und daraus 5 gezogen: bie Anzahl aller möglichen Am⸗ 
ben ift ſonach 4.89. 90 = 4005, 
aller möglichen Ternen = 4. 88. 4005 = 117480 

aller Duaternen ='t. 87. 117480 == 2555190, und - 
aller Quinternen = 1,86. 2555190 = 43949268; wäh⸗ 

rend aud Den gezogenen 5 Nummern nur 4.4. 5=10 Amben, 





. 
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1,3, 10= 10 Zernen, 22. 10 5 Qusgerten, und1.5=1 
Quinterne möglich ift. 


17; Da (m) < () — iſt, ſo hat man 


m ( (24 — = ( HS) | 
* — nun iſt 


mil mh m (m-1): (m) .. “(m—n+?2) 
(a) me ed mn 


— 3.. Be 


=), wen =) 


mittelft welcher Gleichung die Verbindungszahl fürm+1 
Elemente aus zwei auf einander folgenden Verbindungse 
zahlen von m Elementen beftimmt werben fanı. & 
ix _ Kk—1)k-3).. dort), 
Dan hat fen (1) = —— 


n (n—1) (ni2) ... nk) 
und ()= = —T.3.3..,, * da aber der 





Zähler des erſten Bruches im Nenner des mweiten de, 
Faktor enthaiten iſt, fo wird | 





k\ n(n—1)(n—2) .«. (n—k-+1) 
1 ()= 1 ’ 2 3. (kr). 123.002 
_ and... Michi) „ 
1. 2. 3 u. oe + (k—r). . : 
In krnmktr) .. sr) 
4 oe 2 . . Bu \ 
nämlich ‚ee ift | 


| [6 (= =(£,) —J u u 


18. Die Faktoren m,y(m—1),,(m—2)... im Ausdrucke 
3), haben immer Heinere Zähler aber größere Nenner, da- 











IN, Berfegungen und Battıbunge dee Größen, 1. 
ber nehmen bie Produkte beſtäͤndi zu, bis nicht einer dergat⸗ 


thren te, =1, b. i. bis nicht i = a wirt, | 





da fie dann der. Formel 8) gemäß in verfehrter Ordnung 

zum Vorſchein kommen; es iſt alſo unter den Verbin⸗ 
dungszahlen die aus m Elemenien nad verfchiedenen 
Zeigern moͤglich ſind, diejenige bie größte, welchddem 
Bethki=t mt) zugehört. Iſt nämlich m uhger 
rade, ſo iſt i= * (m+1) eine ganze Zahl, aber dann 


wird — = 1, Jolglich ‚bleibt das vorhergehende 


. i—t)te Glied ungeänbert, und ed gibt zwei einander 


gleiche Glieder ( (m. 41) die ben ‚größten Werth haben: 
ift, aber m gerade, fo wachfen bie Produlte bis zum ı mitt⸗ | 
teren Gliede, für welches i= 4 m iſt — ihr größter 
Werth iſt dann (m). 


. 49. Zerfallt man bie m Elemente a, %; e, dc: 
in zwei Gruppen, mit p und m—p Elementen, und 
bildet aus ber erſten Gruppe alle möglichen Verbin: 
dungen nad) T, aus der andern Gruppe nad) n—T, ſo 


entſtehen beziehungsweiſe (2) und (7m >) Verbindums 


gen. Verbindet man nun dieſe Glieder beider Gruppen | 
mit einander, fo erhält man eine Anzahl Verbindungen . 
kjien Elemente, fo dag man hat 


x=(P) (m P)...10) Hieraus naheletz B. daß 


unter den Verbindungen von 10 Elementen a ‚b, ec ... 
nach dem Zeiger 4, keines der drei erſten Glementea,b,c ' 


erſcheint 6) G): == Sömabl, eines hingegen 8 0. 


4 “ 
j > 5 y ' u 
\ , 
\ 


—X TE Minlbeitung, . 
== 105ma$l, zwei Elemente zugleich) rommen vor 0) ) 
* 68mahl, endlich alle drei zugleich G ) () == a 





ı, ‚Der binomiſhe Lehrſatz. 


20. Entwickelt man nach den bekannten Regeln der 
Mult tiplikation das Produkt der Faktoren 
x-+a,x-+b, te, x+d,...;fo erhält man: 


(x-Ha) (x-Hb) = x? +(a+b)x-+ ab, 


(<+a)(x+b)(x-+-c)=x? tere) x "+ (ab-+ac+-be)x 
abe, | 


(x-ta) (Krb) (8-4) chi) = 44 (aHb-+0+4) x? 
Ob rao+ad-+bo+bd4-cd) x" +-(abo-+abd+-bed)x 
+ abcd, u. f. f. 
woraus erfichtlich ift, daß das erſte Glied im Hrodukte 
diejenige Potenz von x ift, welche der Anzahl der Fak⸗ 
toren zugehört, daß ferner Die folgenden Glieder Pro⸗ 
dukte find, aus den Verbindungen ber &lemente,a,b,c vd, 
nad den Zeigern 1,2,3... in die kuffenweife nie⸗ 
drigere Potenzen von x, daß alſo das letzte Sieb das 
Produkt ſaͤmmtlicher Slemente fe. 

Gilt. daher dieſes Gefeg für m Baftoren , und man 
fegt 

ara) (tb) +e)(x+d)... —X 
x" +Ax" 1, Be 2 0 u Fr “oo 

KETTE, -Pxr+Q...1):wo 


A=a+b-+c+ .. q3; BDab at · .sag+bc-+ ,. 
C=ubc+abd-+... abq P. ..u. ſ. f. ſo folgt, wenn 
man biefen Ausbrud Fänge halber mit X bezeichnet, 








/ 
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X(xtr) = "tl Ar Be Wer ... 

. . . xx "rar iırBe BL 

ik" "L....+r0, oder oo 
X(&-+tr) rt, (A-H) x ML(B-HrA)x mi 


HERBST ss. + (L+ik) xv —— 
es iſt alſo 


der ite Koefficient -Atr=atb-rer sc+g+e 


derdte Koeff. =B-+rA=ab+act+ad+...-ag+be. 
-Lar+br-k... - 

ber3te=C+rB —=abe-+abd + abq +... + abr+. ;; 
und allgemein, da K, L beziehungsweiſe die Summe 
aller Verbindungen det m Elemente a,b,6,...gq 
nah n und n+1 äft, fo folgt hieraus, der 

(a-Hi)te Koeff. =L+HrK = det Summe ber Verbindun⸗ 
gen ber m+1 Elemente a, b,c..:q,rmdn-4, 
endlich ift das letzte Glied 0 das Produkt fämmtlicyer 
Elemente a, b,c.::; q, 5 mithin gilt daffelbe Ge: 
feg für m-1 Faktoren, welche® man für m Faktoren 
angenommen bat, nun findet es bei 4 Faktoren Statt, 
folglich git & m=4 gefeht, für 4+1=5 Fakto⸗ 
zen u ſ. f. 

Sind die Elemente a, b,c ... mit dem Beihen — 
behaftet, fo werden bie Berbindungen nach den unges 
zaben Zeigern, nämlid) die ungeraben Koefficienten 4 ‚6, +4 
negativ, man hat alfo 


(x-=a) —— ... a) 
te yu—d, 40...) 


"Giebel bedeuten A, B, C... 7, Q die Summe aller | 


Berbindungen ber m Elemente a,b,c..gquad bei 
igern 1,2,3.::m—1, unb m 
ps Analyfis; 2 
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oo. 21. Man fete nun a = b=zc=.,.=q4,b 
‚gehen die Koefficienten A,B,C.. . beziehungsweife 
® 2 " ” 

,„ m (7) a, (7) a (3) .. . über, dein es ift allges 
mein K in 11) die Summe aller Verbindungen ber ın 
Elemente nad n, alfo wird unter dieſer-Vorausſetzung 


jebe — — a", und da ihre Anzahl (7) ift, fo Hat 


man u =(7)« Um,,,.12). 


Hiedurch erhält n man die unter bem Namen des binomi⸗ 
ſchen Lehrſatzes bekannte Formel, welche gewöhnlich 
Newton zugeſchrieben wird, nämlich 


(xta)"=x "(7 Jar +(=) ae 
4) n + (T)a m—1 xta" m 14) 


Die Anzahl der Glieder dieſes Ausdruckes iſt m+1, bie‘ 
Summe der Erponenten in jedem Gliede = m, und die 
vom Anfange und Ende der Reihe gleich weit abftehen- 
den Koefficienten find, wegen 4) einander gleich: bad 
Glied (a) x" "nennt man das allgemeine Glied, 


des Ausdrudd, weil aus ihm das 4te, 2te, 3te Glied 
uff abgeleitet werden kann, wenn man m nad) und 


nad 1,2,3.., fein läßt. 
20, Nimmt man a negativ, fo erhalten alle Glieder 


mit ben ungeraden Potenzen von a ein negatives Beichen, 


ſonach 


= "(mr +) J— — 


m m—n 
— .. . Fan ............ . 


Die Ausdrücke (7 7) () . ... (5 ) nennt man auch 
Binomialkoefficienten, und zwar nach ihr 


[ 2 


- 












4161120] 560[1820 | 4368| 8008| 11440 | 12870: 
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Zeiger. ben erften, zweiten... . . nten: ihre Werthe er⸗ 
geben ſich aus der Formel 4), wenn man nach und nach 
n gleich 1,2, 3... fein läßt. | 


Tafel der Binomialkoefficienten. 


9: 361 841 126. 46 

10) 45| 120] 210 | 252] . . ‚5110| 
111 55| 165| 330 |’ 462. u 6|151%0 

12 66| 2230| 495 | 792 | 924 7\21|35. 
13l 781 986! 715 119871 1716. 8/28] 56 |70 


141 911 36411001 | 20021 3003| 3432 
451105| 45511365 | 3003] 5005| 6435. 


1711361 630|2380 | 6188| 12376| 19448 | 
181153| 816|3060 | 8568! 186564]. 31824 | 43758 | 48620] 


1911711 9693876 111628} 27132| 503881 75582 | 92378. 
20|190| 1140/4845 |15504| 38760] 77520 [125970 [167960 | 184756 | 
21\210|1330|5985 |20349] 54264116280 [203490 |293930 | 359716 
22/231|1540|7315 |26334| 74613]1:0544 319770 |497420 | 79543. 
23|253|1771|8855 133649| 100947 245157 490314 ‚817190 
123458 6 8 9 10. 


23. Für x= a4 gibt die Formel er 


TH) H)HZ)H a ..... 16). 


Dayee folgt aus ber Formel 4 wenn man m—1 fat 


ſecgt: 
ſecgt: 


(6⸗ (et) und da 1-(m) | 

=1-m=-("7') iſt, fo wird Hienah 2 
(HEN -RZ), ferner 
1-2 
EI 


alfo allgemein F 


—BS— le) u ins 





‚> 
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wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ift, je natz⸗ 
dem nm n eine gerade oder ungerade Zahl vorſtellt. 


24. Die Formel 14) gibt, wenn man a und z 
mit x und a'vertaufoht, und im allgemeinen (© Sliedem—n 
ſtatt n ſchreibt 


CR ae au are 
fm z=b-c+dte +. . tk, fo erhält man 
hieraus den Ausdrud für das Polynom (@+b+-c+." 3 
man ſetze, c+d+e+ o.tk=y, alb.z=b-+Fy, fo 
ift das allgemeine Glied in z" oder (b +y)" gleich 


n—Pp y 
(„? 2) 2 : macht man nun d+e+. .+k =x, 


afoy=c+x, ſo wird dad allgemeine Glied in yy oder 
(c + x)? gleich 6 ) TILL, fährt man ſo fort, 
die nachfolgenden Glieder des Polynoms Durch einzelne 


Buchſtaben zu bezeichnen bis das legte Glied k an die 
Reihe kommt, fo ift Mar, daB man für dad allgemeine 


Glied des Polynoms (a+b+c+dre+ . . +k)" ven 
Ausdrud erhält 


ET ui (9 GL] PER Fee 


x amp p PIgTT ,,,...k 
wobei die Summe der Erponenten in fämmtlihen Fake \ 
toren, m beträgt. Es ift aber nad) 5) und 3) 
m m(m—1)...(n+1) n(n—1)... (n—1)...(P-H1): 
RE en nn 
“u. f. f. daher wird der Zähler i im Probufte 


— on! 


fonach hat man 








IV. Der binomifde Lehrſatz. 21 

mt app PTIgT— gg 

— ———— 

(m—n)!(n—p) PD amnı.. 

3. 3. im Zrinom @+b+0) „a eined der Glieder 

1. 2. 3. 4. .. 104 oͤpð c” 

1.2.3.4.5xX1.2.3x1.2 | 

und denfelben numerifchen Koefn enten haben auch die 
Glieder adb’e’,a 3p66 2 a’b?e? c; a’h°e und a?b>c? 

25, Wir yaben nun noch zu zeigen, daß die For⸗ 

mel‘ 44) auch in dem Falle gelten muß, wenn m eine. 

negative, gebrochene. oder irrationale Zahl bedeutet, Ber- 

wecfelt man a mit x und fest dann a=1, und , 

ſo folgt aus dieſer Formel 


—X —14+m2+($)r +(3)2° +... 6) +. 19) 
Seien nun m, n beliebige Größen, und 

‚P= 3) 35) Fire. | 
Q=1+m+(2)2 +(3)2°+ ... endlich nehme man 


20=1+ pH 3) +(% > 20.5 fo iſt in dem 
Salle daß m, n ganze pofitive Zahlen bedeuten, wegen 19) , 
P=(1+2)",0=(142)";alfoPQ = (A+2)"*”, 
mithin p =m-+n, und die für PQ angenommene Form 
ift dann gewiß giltig; allein das Produkt zweier Polys 
nome P und Q wird nach den Geſetzen der Multiplikation 
auf einerlei Art gebildet, wie auch immer die Merthe 
ihrer Glieder befchaffen fein mögen; daher wird das 
Produft PO auch in dem Falle diefe Form behalten, 
wenn m oder n eine gebrochene oder negative Zahl 
vorſtellt. 
Sei nun m eine ganze negative Zahl, man nehme 
an=—m, fd wird n eine ganze pofitive Zahl bedeuten, 


— .. . 18) 


— 25%0a 5,8, ? 


1} 


4 


. N 
/ 
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wodurch Q=(1-+2)”,p=o, und PO = 4 wird; hier- - 


aus folgt 


| 1 1 
' I=,= Ara)" =(442) "=(1+2)" 


alfo gilt die Formel 19) ai für einen. ganzen negativer 


Erponenten. 
Iſt m ein Bruch A fo ſetze man mn, wodurch 


p=im, und PO P wird, man erhält ſonach 
72 —— ..33 hieraus folgt, wenn 


man dieſen Werth im Produkte PO ftatt des einen Fak⸗ 


tors ſett, und den anderen dattor ⸗wr fein läßt, p=3m, 
Daher P’— 143m 56 Y here, und allgemein 


Mimmt man nun r dem Nenner bes Bruches m 
gleih, fo iſt mr eine ganze Zahl, für welche nach 19) 
meta) + or. — (12) man hat alſo 


— (1-42), ober P=(1-42)", mithin gilt die For⸗ 
F 19) auch für gebrochene Gsponenten. 

Iſt endlich m irrational fo läßt fich immer ein Bruhn 
angeben, der die Größe m, und fonad) audy die von ihr 
abhängenden, Binomialkgefficienten (2): (3) ... foges 
nau ausdrückt, daß der Unterſchied m—n Kleiner wirb 
als jede noch fo Fleine angebliche Größe w, hiedurch zer⸗ 


fallt (1+2)",in (14+2)” und (1-42); wo (142) 


=1tamt(Z)2° 4 20. ſich der Einheit deſto mehr 
nähert , je näher n an m liegt, man hat alfo auch in 
dieſem Falle, ra" =(1+2P=1Hn24(y)29H 


wir mir j2 rn. Man pflegt bei —* 
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gen bie Ausdruͤcke mit unmöglichen Erponenten nach eben 
denfelben Regeln zu behandeln wie die reeien Größen; 
fofern nun die imaginäre Form denfelben nur feheinbar 
zukommt, und daher nad). gehöriger Reduktion gehoben 
werben Tann , bleibt gegen bad Verfahren nichts Erheb⸗ 
liches einzuwenden. 


26. In allen biefen Faͤllen lauft die Reber)" 
ohne Ende fort, weil Fein Koeffickent wie (P ) null wer: 
den kann: denn es ift nach 4) 
(=) = m LER - (m+-1) 
3 ... L J 
| und ed kann fi) m, wenn pr negativ j gebrochen, irra⸗ 
tional oder unmöglich ift, nie gegen eine Iganze Zahl 
2—1 aufheben, wodurch der Faftor m—r--1 null würde, 
27. Bei der Anmendung des binomäfchen Lehrſatzes 
auf die Entwidelung beliebiger Potenzen zweitheiliger 
Ausdrücke iſt es vortheilhaft der Reihe 14) eine ſolche 
Geſtalt zu ertheilen, daß ſich immer jedes folgende Glied, 
aus dem unmittelbar vorhe:gehenden ableiten läßt. Zu 


. p \ 

diefem Ende bezeichne man im Ausbrude(x -+a)?,den man 

- aus 14) erhält, wenn man durchgängig mE feet, die 
auf einander folgenden Glieder mit A,B,G...., und 


fee 2=Q, fo wird si J AQ=B, œ-c, 
— D, ü. ſ. f. * iſt U 
he OH I0+...20° 
Um hiernach ß. en zu beflimmen hat — 
man x=jb, a=2y; alſo O= en und p=5, 481, 
mithin | | 


‘ [u 


24 Gipleigung 


A 


A= (zb) 5°; BEA; = 


D= 20b?y°; E=40b y*; endlich F=32y°, daher 
Gb+2y)°= sb° 4359 yH5h°y? 20°? p400yt 
Kay | | 
Eben fo findet man 
V ex a 


IL 6 8 | 
x i.x 3 1.3.3 | 
=ıl4 ri mE 4 20) | 
290* Rita 2.4.60 24,680 | 

Für a=1, und x=ymirb hieraus | 
1.370 1.3.5,° 


’ 2 | 
| y=141--1:7 ,1°7 1.3.57 
VEN aa — 


Zermner erhält man auf bemfelben Wege 

— — 2 4 6 

. 2 1 x, 1 eo 3 1.3, 5x 
re) SU Fer 
2 22° 2,44 2.462 Ä 
18. Mon kann den binomifchen Lehrſatz auf die Bee 
flimmung ber ivrationalen Wurzel aus einer Zahl N mit 
Vortheil anwenden, wenn man N — x'ta ſetzt, wodurch 

1 


— VX (EXa) wird, und man erhaͤlt für p1,4 * 
aus 20) Bu 5 
r 4 v1 Ir—1 
VN=xr+710—- BO + l0— .. 24) 
wo bie Größen A,B,C...0Q obige Bebeutung has 
ben: um die Operation zu erleichtern, muß man Sorge 
tragen, für x einen ſchon angenäherten Werth der Wurz 
zel zu feßen, ben man gemeiniglich durch Logarithmen 
finden Tann, dba dann Q und bie Glieder B, C, D 
ſchnell abnehmende Brücherbebeuten müffen. 

r 


Segt man aber Y N=x-K-y, wo x einen. fchon 
genäberten Werth ber Wurzel, ſonach y einen Heinen 





J..29 


... 
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Bruch bedeutet, ſo hat man —8 
1 y x Fix Aytt ——— ar 0. Oder: 


| Nraylır De y) 
zimmt man bier für y den angenäferten Werth 


r 


— fo erhält man, den genaueren Werth 
m 


N.x ıi N—x'" 
m '+r Zr TAN ze. tl, r 
m — * tor Nez), 
r ‚ 
d. i. y= an” oo H 25) ‚ welches bie 
(HKD N 


Lambert'ſche Formel if, In befonderen Fällen er⸗ 
haͤlt man hieraus 





3y1 
351N PEN ILN 
fr r=35, —— ); ; frı=]7,y= u) 
3x® Han 4x 7 L3N 


u. f. f, wo bloß Primzahlen zu Butzelerponenten ge: 


wählt wurden, weil wenn r=p.gq ift, um v N zu fins 
en, die Rechnung einfacher wird, „wenn man vorerſt 


—X N’ auffuhet, und hierauf v N’ beftimmet, weis 


he letztere = VN die verlangte Murzel ") er Im 1 


29, Um bie Genauigkeit zu beurtheiten, welche beide . | 
Formeln gewähren, nehme man an, baß bevor eine oder | 
bie andere in Anwendung gebracht wird, bie Größe | 
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als der Maherungswerth von * Non Dezimalen be⸗ 
kannt ſei, dieß gibt in 24) die Bedingung, daß 


1 1 
Va woraus folgt: UN 210” ‚ ober went 


N 
_ man A_ upon, Z<aHh: ferner ift a=N_=, 
x,10" 
at. 1, 0 << i. 
x x x 1 ' 


7< (4) k+(z)Er+ ( 3)’ +». dieſe Binomial— 
Korff inte enthalten r als Faktor, und da überhaupt 
k = ki iſt, ſo · erhãlt man hieraus 
.D | 


a = =D ( Tr 


1. | 
— —* werden, was zur aonbetgenz der Reihe ſehr 
rx 0° 


beiträgt, fo “. ber eingeflammert? Ausdruch oder 


C(xy — uß — neiner als 1 ſein, wozu erfordert wird, 
dag N > 








werde, wo k’— U — Kürze | 





— ———— | 10" 
halber gefekt wurde. Si dieſe Bedingung erfü fo 
u Me < oder B=- AQ<—; und daher BO 

16 10. 

1. 41 1 1 
< wer aan ... man erhält fonach 


unter der angeführten Bedingung, wenn man das zweite, 
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vie Glied .. . der binomiſchen Reihe berechnet 2n, 
.. eichtige Deyimalftellen, 
ESebt man in 25) x--y =?, fo folgt für EL) 


| 





YN-ı — VUN NE) alſo 
| 3x? N | 
VNz2_, »UN+2)_ N-2xU Nr? 
'YN—x N N 
„ VI UN?  ——, und hier aus erhält man 

| 3x2 “nr 3. 

Vi ꝛ iſt nun 32? -N>A, 

32’ N 


oder N, ſo gibt bie Vorauſehung VY.N—=xı< —, 
| u 40 


vN- 2ı< : und eben fo folgt fürr— 3 
40° 





3 3 
VEzR=U IA, ‚ alfo 


| 2) 
+N 

3 

No — — un? — 

3 —5 R— —— * RNb]a — 5 —— 

YN-x - 9x° +N_ 9x° +N 


| up nun N>1 ift, fo muß — — 2x9 ı . | 
—— —ſ N— —x) ober 
— 
| / N-z< v N)? fein: woraus wieder bolzt 
4 
v —J jo —— 08 gibt daher bie Lambert ſche Formel bei 
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Quadrat und Kubikwurzeln, und- wenn bie Zahl N ge: 
wiſſe Werthe überfihritten hat, auch bei höheren Wur⸗ 
zein. Im richtige Dezimalftellen, gewährt ſonach eine 
größere Genauigkeit ald die binomifche Reihe „. ftebt ihr 


aber binfichtlich der zur Rechnung fo bequemen Form, 


welche die Ableitung jedes folgenden Gliedes aus dem 
vorangehenden geflattet, nad, S. 3. VI. 31. *) ' 


V. Der Bermat’f che Lehrſatz. 


30. Der Ausdrud 18) zeigt, daß jedes Glied im 


Polynom @trbte+d+ ... H+h", mit Aus—⸗ 
nahme der Glieder a,b" ,© , ... K" dur mtheils 
bar feiz iſt num a=mb=o=... ki und ühre 


— Anzahl ic, ſo geht atb+ro+... + kink übe, 


und man hat die Gleichung K"—k--ma, wo.a eine 
ganze Zahl bedeutet, dieß gibt fürk Ki SJeinedahl, 
welche durch m theilbar iſt: hieraus folgt, daß fo. oft. fm 
eine Primzahl, uub k kein Vielfaches berfelben ift, k 

durch m geteilt 1 zum Reſte geben muß, welchen Sat 
man nach feinem Erfinder ben Kermat’fhen Satz 
‚nennt, Bezeichnet man bie gerade Zahl m — 1 durch ?n, 
ET _41-K"_i=- (k" pY)(k"— 1), mit⸗ 
bin muß die Primzahl m ehr Xheiler eines der beiden 
Faktoren k" F1 fein, oder was auf eins hinausläuft, 
wenn m eine Primzahl >23 und n=4(m—1)ift, fo 
muß k“ durch m getheilt 4 ober k— 1 zum Hefte geben. 


9 Iſt zu leſen: fiehe Beitfcheift für Phyſik und Mathematik, 


Herausgegeben von 3. Baumgartner und X, v. Ettings⸗ 
haufen, Band VI, Seite 31, und fo in a, dgl. Zällen. 
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2.8.29 —8 durch7 getheilt, gibt den Keft, =77 
dingegen den Reſt 6. | 

31. Bet der Anwendung biefed eine Primzahl cha⸗ 
rakteriſirenden Satzes waltet die Schwierigkeit ob, wie 
man ohne weitläufige Rechnungen eine Zahl k auf bope 
Potenzen erheben fol, um hienady die Reſte der Divi⸗ 
ſion derſelben durch die Primzahl m zu beſtimmen. Sei 


VEAT-A, wo e irgend eine ganze Zahl, und 4 den 


Reſt bedeutet, ben bie Größe k" durch in getheilt gibt, , - 


mb eben fo feik'=a m+$', fo erhält man k'** 


‘ ⸗ 4 . ⸗ 

=(aam+aPß +aß )m+Pß daher gibt bie Größe 
Kt® das Produkt der Zahlen zum Hefte, welche als 
Refte einzelner Faktoren ſich ergeben; man Tann fonady 
bei diefer Unterfuhung die Wielfachen von m, wiefih 
ſolche nach und nad) ergeben, wegwerfen ‚ und nur mit 
den Reſten weiter rechnen, wodurch bie‘ Unterfuchung 

fehr erleichtert wird. 3. B. If 83 eine Primzahl! Man 
ſetze 7 2, ſo findet man * 256 =3, 83 +7,.2lfo 
sibt 219 den Reſt 49 , mithin 224 den Keft 


= —4.83 +11, d. i. 224 gibt den Hefl 11, mithin 
2 019 ben Reſt 49 x 11 =539=6. 83441, 
nämlich 41, und 2° =2#0 x 2 laßt 41 x2 82 zum 
Refte, folglich ift 83 eine Primzahl, | 
32. Hierauf gründet, fih auch eine Methode 
die Sheiler der Zahlen aufzufuchen: Täßt fi nämlich 
eine Zahl N dur Hinzufügung von +1; oder aber 
durch die Multiplitgtion mit einem Zaftor a auf die Form 
in bringen; ſo hat man im erſten Falle N=k" 41, im 
andern Falle a. N=ek'+1 StnunN—k" +4, 
und m = nt eine Primzahl, fo gibt k" durch m ges 


\ 


so. Sinteitung. 


theilt den Reſt 21 (30), wenn aber 2n +1 feine Prim⸗ 
zahl iſt, ſo findet man eine ſolche unter den Zahlen der 
Form 2nx-+1. für welche kh* oder wenn man n ſtatt 
nx fest, k" duch Zux +1 getheift deri Reft + 1läßt; 
baher find die Theiler von k" +1 entweder in der Form 
2nx + 1enthalten, oderfie find Theiler einer Zahl k'-1, 
wor ein Faktor von n ift: daffelbe gilt auch von N —=k"—1, 
wenn n eine ungerade Zahl vorftelt. Wenn abern—=2t 
eine gerade Zahl ift, fo hat mank"—=(k’+1) (k" —1), 
und es erfcheinen die Faktoren vonk" , unter ben Fakto⸗ 
ten vonk'"+1, undk'—1, fie find alfo entweder in 
der Form Zrx +1 .nämlih nx-+1 enthalten, oder 
zwenn r wieber eine gerade Zahl bedeutet, aus bemfelben, 

Grunde in der Form Inx +1, i3nx+1u ſ. f. ein 
begriffen. Die Zafel ber Höheren, Potenzen von 2, 3 | 
und 5 kann hiebei gute Dienne leiſten. Sei | | 


= 549755813889 = 2°” +1: man hat 39 =3.13, und 
—_ 926__013 14— 
6 A CHE — 213 11=67400673=3.22366801 


Die Faktoren der ZAhl 22366891 ſuche man nun unter ' 
den Primzahlen von der Form 7x+ 1,.und da Eeine 
derfelben ein Theiler davon ift, fo folgt 549755813889 
= 32.2731. 22366891. 

Sei ferner N — 1765184603 : multiplicirt man biefe 
Zahl mit 2°. 5= 160, fo erhält man | 

160 N = 28242956480 = 3° _ 1 

da hier n=24=2°.,3 if, fo unterſuche man zuerſt bie 
Formen 6x +1, 12x +1 ald Xheiler: man findet wirk⸗ 
ih, daß 1765184603 = 7,13.19397633,. Nun nehme 
man die Theiler von ber Form 24xX--1; oder die Prims 
zahlen 73, 97 2.0; vor, und. &: ergibt fh, dag 73° 


Dee Fermatſche Sehrfag. Br 









ein Theiler ift, man Hat en ne 
x 1765184603 = 7.13.41. 73.6481 

BERN EEE 1:1 171 EEE 0 
1%  1125899906842624150 11 113 ET, 25 
214 562949953421312]49 || 2 19 89604644775390625| 24 
38 . 281474976710656]48 || 3 |]27_ 11920928955078125| 23 
116 140737488355328]47 || 4 81 --2384185791015605| 22 
5132 703687441776641|46 || 5 |243 4768371582031251 21 
6164 35184372088832]45 n 6 1729 95367431640625[ 20 
118  :17592186044416144 || 7 |2197 190734863281 25| 19. 
81256 :8796093072208143 || 8 |6561 3814697265625! 18 
9 


9 

512 4398046511104|42 || 9 |19683 762939453 125] : 
004  2199023355552141 10 89049 152587890625 
11208  1099511627776)40 11 1177147 305175781251 15 
214096 549755813838]39 12 \531441 . 6103515625] 14 
3 8192 274877906944138 ||13 |1594323 1220703125} 13 
16384 13743895347:137 14 4782969 244140625] 12 








937768 6871947673636 ||15 14348907 48328126 11 ° 
61656556 34359738368] 35 (16 |43046721 - 97656261 10 
71131072 171798691841 34 |j17 | 129140163 1953125] 9 
8 1262144 8589934592]33 ||18 |387420489 390625]. 8 
91524288 4294967296 |32 |j19 |1162261467 78125| 7 
011088576 2147483648 |31 |20 '3486784401 15625| 6 


1,209715% 107374132430 |2t| 10460383203 
214194303 ° 53687U912|29 |22]31381059609 
318388608 268435456 |28 |123194143178827 
416777216 ° 134217728127 |241282429536431 - 
» 33554432 67108864126 1125 847283609413 


Vergleiche Anmerk. b 





VI. Verſetzungen und Verbindungen mit Bir 
berholungen. 


83. Wenn unter den gegebenen Elementen zwei oder 
mehrere gleiche vorkommen, fo heißen Die aus ihnen ges 
gebildeten Werfegungen und Verbindungen beziehunges 
weiſe Berfegungen und Verbindungen mit 

Biederholungen Aus dem gegebenen Elementen 
a b, b, b, o gibt es je 5 folgenbe gut geordnete Ver⸗ 


92 | Bintettung 


feßungen: : äbbbe abbeb abehb achbb dabbe bebeb 


bachb bhbabe bhbach bbbat bbbea bbeab bheba bcabh 
debab bebba cabbh chabb chbab chbiba, der Verbin 
"dungen je & derjelben Elemente: abbb abbe bbbo, 


34. Wenn unter ben gegebenen im Elementen eine 
Anzahl a gleiche Elemente vorkommen, fo betrachte man 
zuerft die gleichen Elemente als verfchleden, und theile 
‚alle Verſetzungen ber m Elemente in Gruppen fo «ab, 
daß die Zufammenftellungen jeder einzelnen Gruppe fih 
bloß durch die gegenfeitige Stellung der a Elcmente von 
‚ einander unterſcheiden, während bie anderen Elemente 
genau biefelben Pläge einnehmen, Jede Gruppe erhält 


nun fo viele Glieder als jene a Elemente Verſetzungen 


zulaſſen, ihte Anzahl ift naͤmlich a! (3): und daher bie 
f | 


Anzahl der Gruppen — " ar Laͤßt man die a Elemente wies 


ber einander gleich fein, ſo gelten alle Glieder einer Gruppe 


für eine Verſetzung, und man hat dann ſo viele Ver⸗ 
ſetzungen, als ehedem Gruppen waren; mithin iſt die 
Anzahl der Berfegungen von m Elementen, worunter & 


gleiche erfcheinen — J Bezeichnet man dieſe Baht mit m, 
und es befinden ſich, außer den a gleichen noch bandere 


gleiche Elemente, fo iſt aus einem ähnlichen Grunde die 
Anzahl aller Verſetzungen nur noch 
m! 


ni 
bi” al bl 


und allgemein, went unter ben ıh gegebenen Elemen⸗ 
ten a gleiche ber einen Urt, b gleiche der zweiten Art, 


c gleiche der dritten Art u. ſ. fı vorkommen, wird bie 
Anzahl alle möglihen Werfegungen fein 
. ‘ ın 


= albiel... 


ı 
v, Berfegungen und Berbindungen mit Biederh. 33 


35. Zrögt man aber nad der. Menge ber Verbin⸗ 
dungen mit Wiederholungen, welche von m Elementen 
je k entftehen können, fo ſei dieſe = G,, und die Ans 


zahl folcher Verbindungenje k— 1 berfelben fi = ER 3 


denkt man fich die lesteren gebildet, und verbindet jebe 
derfelben mit einem ber m Eleinente, fo erhält man eine 
Gruppe von Verbindungen je k Elemente, ihre Anzahl 
it m.C, uf? allein man bemerkt leicht, daß unter Dies 


fen Verbindungen diejenigen , wo ein Element ſich kmahl 
wiederholt nur einmahl erfcheinen, diejenigen wo ein 
Element fih (k — 1)mahl, (k — 2)mahl . . ; wiederholt 
zwei, dreimahl, u. ſ. f. endlich. Diejenigen Verbinden: 
gen, wo Fein Element fich wiederholt, kmahl Vorkommen: 
hat man 3. B. aus ben Elementen a, b, c, d bie Betz 


‚ bindungen je zwei, aa ab ac ad bb be hd cc cd dd, 


und vereinigt dieſe mit ben Elementen a, b, c, d aufs 
neue, fo Fönnen bie Verbitidungen aaa, bbb, , ; ; nur 
einmahl erfcheinen , die Verbindungen aab, aac, abb... 
entſtehen einmahl aus aa, ab und b aus aa und c, ein 
zweites Mahl. aus ab, ae, bb und a, u. f; f;, end» 
lich kommen die Verbindungen abe, abd, ... auf 
dreifache Weiſe zum Vorfchein, nämlich aus ab und c, d, 
ferner aus ac, ad und b, zulegt aus be, bd und a; 
follen daher fämmtliche Verbindungen je k gleich vielmahf 
erfcheinen , fo muß man noch jebe ber Verbindungen je 

— 1, mit allen in ihr vorkommenden Elementen zu 
Verbindungen je k Elemente vereinigen, auf dieſe Art 
entftehen aus der Verbindung aa je wei, die neuen” 
Verbindungen je brei aaa, aaa, eben fo aus ab, bie 
Verbindungen aab, abb, und man erhält fo eine zweite 
Gruppe von Verbindungen, welche die gleichnahmigen 
Verbindungen ber erſten Gruppe zur Zahl k ergänzt, 

Kulit!s Analyfis, 3 


Ze etaleltung 


ihre Anzahl ift(k —1) C_ 1 md da nun in beiden Grup⸗ 


gen fämmtliche Verbindungen genau. kmahl anzutreffen 
find, fo iſt 

ER: | , _m+k-1 
. \ 5 . = k —— 1° ® 20). 





Da aber c, =m tft, fo erhält mat 
m+i, mm+f) sc, _m42., la) 


9=7 -72 3 3 


und allgemein, iſt 


J m(m-H)(m+2)... ink 2), 
a “77.2.3... 6 Er L fie 


wegen 26) 
6 _m(m+1) (m+2)... . (m-+k—2) rk) , m. 
TIL... Ed 


pen Zähler biefe Ausdrucks werden wir. ein halbes 
mit mr (m--k—t1) bezeichnen , hiedurch wird | 
mr (m+-k—1) 
u "TR 


= 
"36. Das allgemeine Glied des Polynoms 


„ (+b+6+ ...-+ KK)", ift nach 18) das Produkt der 


Faktoren a”, —J eP4, ... Kl, deren Erpo: 
nenten jebe ganze Zahl zwifihen Null und m bebeuten 

fönnen, wenn nur ihre Summe ftetd m beträgt (24) 4 

es find daher die Glieder eines jeden Polynomd Ver- 

bindungen mit Wiederholungen der k Größen a, b, c... 

kje m, mithin beläuft fi) nach 28), wenn man dafelbft 

k mit m ertaufät , „net Anzahl auf 

1.07 krck N), 


... 28) 


A 
" ; 





| 
| 


| 


3.8. 
3:4,5:..11:.12 ,11:122 
1:2. 


\ 


VI. Berfehungen, und Verbindungen mit Wiederh. 36 


daB Trindm (a+bre)t0 enthaͤlt 


;2:,3:7,: 9:10 ° = 75 = 66 Glieder. 


37. If eine Zahl N=a"p"rP;.; ‚woa,b,0.:: 
Primzahlen bedeuten, fo hat jeder Theiler derfelben bie 
Form a®bfc? , wenn a,ß,y.:. bie Zählen 
m,n,p ...nie überfleigen; es find fondch alle mög: 
lichen heiter der Zahl N die Glieder des Produktes 
(A+a+a? 0. Ha IHbi. HbN)AHEH 
d. i. fämmtliche Verbindungen mit Wiederholungen , die 
fi nach den Zeigern 1,2, 3... böm+tn+p+t.... 
aus den Elementen a, b, EC... bilden laffen, wenn a 
höchſtens mmahl, b höchfteng nmahl, c höchſtens pmahl... 
in einer Zufaihmenftellung erfcheinen darf: ihre Anzahl 
ift offenbar, wern man unter den Theilern die Einheit 


ünd die Zahl ſelbſt ausschließt 


k= — eb...) 
3.8. 360= 22. 32. 3: die einfachen Theiler ſind alſo 
2, 3, 8 deren Verbindungen je zwei 
2.2=4,2.3=6,2.5=10, 3.3= 9, und 3.5=15; 
je drei 8 13 20 18 30 45 ; je vier 34 40 36 60 90 und 
je fünf 72 120 180. Die Anzahl fämmtlicher Theiler 
iſt alſo 4:3.2—2—= 22: Man vergleiche: 

Die combinatoriſche Analyſis, von Andr. u eh 
tingshauſen. Bien 1826, 


vul, Die Wahrſcheinlichkeitsrechnung. 


88. Wenn unter allen gleich. möglichen Fällen; die. | 
Bahl der einem Ereighiffe günſtigen, die Babl der un 


guͤnſtigen Fälle übertrifft, fo fagt mans dad Ereigniß 


fi. wahrſcheinlich, im "Gegentheile, unwahr: 
ſheinlich: : die Verhältnißzahl der sänfigen Zalle 
3“ 


ET gialeitang 

zu allen möglichen Fähen eined und beffelben ereigniffes 
heißt deſſen mathematiſche Wahrſcheinlichkeit. 
Bezeichnet man die guͤnſtigen Fälle mit m, die ungüns 
fligen mit, n fo ift die Wahrföheinlichkeit w 

m ‚ 
w= mtn —— ® * 0 30) 
Iſt hier nSo, ober finben bie umgünftigen File gar 


nicht Statt; fo flgtw= 1, pie Einheit iſt alſo 


der numerifche Werth der Gewißheit. 

39. Sind aber die einzelnen Faͤlle in verfchiedenent 
Grade möglich, und läßt fich diefe Verfchiedenheit durch 
Zahlen beftimmen , fo findet man die Wahrfchemlichkeit 
einzelner Fälle, wenn man die zugehörige Zahl durch bie 
Summe fämmtlicdher Zahlen dividirt. Wenn alfo ineinem 
Gefäße m fhwarze Kugeln, n weiße, p rothe, ggelbe, 
x grüne vorhanden find, und m--n+p--g4-+Hr =s 
geſetzt wird, fo ift die Bahrfcheinlichfeit eine weiße Ku⸗ 
gel zu ziehen gleich — , eine grüne Kugel zu ziehen =- 


uf. fe Oder ein Lotterierad enthalte m Numern, 
unter denen n gezogen werben: ein Spieler beſetzt ma’ 
Numern, wie groß ift die Wahrfcheinlichfeit dag er 
n? Numern trifft? Die Sefammtzapl der möglichen 
Falle ift hier (7). dieß ift der Menner der geſuchten 
Wahrſcheinlichkeit: der Zähler ergibt ſich aus der Menge 


der Verbindungen zwifgen Cr ) un (" AL. 
ßen je m derfelben, welchẽ nad 10) ... el" ) 


n—n’ 
beträgt. 3.8. Mm=0,m=5,m=%0 fe 





VII. Die PRapeffeinligtettseämung. 37 


_ erhält. man, wenn man nad) einander n’ gleih 1, 2, 3, 
4,5 fein läßt, die Wahrfcheinlichkeit eines einzigen 
| Treffers, einer Ambe, Terne, Quaterne, Quinterne 


O\_ /90\. 20.19 ‚(R\. 

Va Cy LE we 1CY NY Be 
20.19.18 70 90 0 0): 

3 (%) (5): %(%):(3)5 (5): (5) 
oder 0.4172; 0.2367 ; 0.0626 5 0.0077; 0.0009. 

Die Summe dieſer Zahlen ober 0,7245 gibt bie 
Bahricheinlichfeit daß der. Spieler wenigftend eine Nu: 
mer treffen wird: und eben fo gibt die Summe der 4 
letzten, der 3 legten Zahlen, nämlich: 0.3073, 0,0706 
beziehungsweiſe Die Wahrſcheinlichkeit, daß er nicht we⸗ 
niger als 2, 3 Numern trifft. 

Eine ausführlichere Auseinanderſetzung dieſes Gegenſtan⸗ 


des findet Bun, in Lacroix, Lehrbuch ber Wahrfcheinlich- 
keitsrechnung. A d. Franz · von E. S. Unger. Erfurt 1818. 


40. Zwei Greigniffe A, B die entweber gar nicht, 
oder einzeln, und auch imit einander eintreffen Fönnen, 
werben durch p, P urſ chen begünſtigt, durch g, q’ 
Urſachen aber verhindert, wie groß iſt Die Wahrfchein- 
lichkeit , daß jedes berfelben einzeln, und beide zugleich. 
Statt haben werben? Da A, fämmtliche Urfachen eins 
- ander gleichgefegt, in p Fällen erfcheint, und B ing‘ 
Fällen ausbleibt, fo trifft A allein ein,- in pq‘ Fällen: 
und aus gleichem Grunde erfolgt B allein in p/q Faͤllen, | 
ferner beide A und B zugleich in pp’ Fällen, endlich 
trifft Feines derfelben ein in 49 Fällen; ed M ſonach die 
Zahl aller möglichen Fälle 


=pq +p'q+pp’ +gg’ rat +4’) Gebt 
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man nun bie einfachen Bahrfheintichkeiten des Eintref⸗ 
| fenß und Nichteintreffens von 4 und B nãmlich: 


Pr —— rt 


P p“ | 
— — —— Lig U Ei 


fo erhält man die gefuchten zufammengefehten 
Wahrſcheinlichkeiten, daß Aalleineintrifft=ef’ , 
bag B allein. Statt hat ef, daf beide Ereigniſſe er⸗ 


folgen = ee’, daß beide ausbleiben =. 3. 3. mit 
ben befatinten 2 Würfeln, wünfcht man in einem Wurfe 
1 und 4 zu treffen, mit welcher Wahrſcheinlichkeit kann 
dieſes erfolgen? Da man mit dem einen Mürfel, 1ober 4 
werfen muß , fo gibt es 23 günftige Zälle, mithin e=2, 
während für ben andern Würfel nur ein günftiger Fall 


Statt bat, alſo e‘ if, hieraus folgt ehr 


ferner bat man f=1— e =t,f =3, mithin Fi 
3, = 183 man kann ſonach 20 gegen 1 wetten, Daß der 
Wurf mißlingt. 

41. Bei der Zuſammenſetung der Wohrſchelnlich; 
keiten, werden ihre Werthe vermindert, weil überhaupt 
das Produkt mehrerer echten Brüche befto Tleiner wird, 
je größer die Anzahl feiner Faktoren ift. Daher wenn 
ein Augenzeuge ; deſſen Wahrhaftigkeit befannt ift, uns 
unmittelbar das in feiner Gegenwart Statt gefun= 
bene Ereigniß erzählt, Die Wahrſcheinlichkeit deſſelben 
weit größer if, ald wenn wir ed durch Ueberlieferung 
mehrerer gleich glaubwürbiger Perfonen mittelbar 
vernommen haben. Schlägt man nämlich, die Wahrs: 
ſcheinlichkeit, daß der Augenzeuge die Wahrheit gefpro= . 


- hen, und fich bei der Wahrnehmung durch ſeine Sinne 


nicht hat anführen laſſen, auf an; ſo wird die Bapre 


I 


VII. Die Vahrſqheinlichkeltedechnung. » 


ſcheinlichkeit des Ereigniſſes, wenn wir es durch eine 

weite Perſon von gleicher Glaubwürdigkeit die es uns 
mittelbar von dem Augenzeugen weiß, vernommen 
haben, nur noch „1% = 15 Sber etwa „,: wenn bitte 
gegen die Erzählung beffelben fich durch RO gleich glaubs 
würdige Perfonen fortgepflanzt hat, und wir es erfl von 
ber 20ten erfahren, fo wird die Wahrſcheinlichkeit deſſel⸗ 


ben nur nod N < 4, ober man fönnte indiefem Falle 
7 gegen 1 wetten, daß die Iekte Erzählung falfch ſei. 
Auf fchriftliche Ueberlieferungen, Tann man natärlich diefe. 
Schlußweife nicht anwenden, weil fi) die Reinheit der 
eiften Duelle durch buch ſtäbliche Abfchriften, Jahr⸗ 
hunderte hindurch behaupten kann; worauf fi alle. Die 
ftorifhe Wahrheit gründet. 


42. Zwei Ereigniffe A, B, bie entweder einzeln, 
oder, mitfammen erfolgen mäfen, werden beziehungd- 
= weife in p, q Fällen begünſtiget, wie groß iſt die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit ihres Eintreffens, wenn dieſelben Faͤlle ſich 
einmahl oder mehrere Mahle wiederholen? Bei einer 
Wiederholung trifft A allein in pp Fällen ein, B allein , 
in qq Fällen, A mit Bin pq Zällen, und eben ſo oft 
Bmit A: daher die Zahl fimmiticer Fälle 


=p 2_.2pg+g” ={p+g)” ‚und wenn man bie einfachen 
Wahrſcheinlichkeiten für A und B beziehungsweife mit | 
eund f bezeichnet , fo erhält man bie zufammengefehte - 
Wahrfcheinlichfeit daß A zweimahl erfcheint = e? „daß 
früher A und dann B fommt = ef, daß früher B, 
"und dann A Statt hat =ef, daß endlich B zmeimahE 


erfcheint f. Eben fo erhält man bei zwei Wieder⸗ 
bolungen berfelben Greignifte, die Wahrfcheinlichkeit, daß. 


A dreimahl erfolgt = e : daß zuerft A aweimaht nach 





3 


40 Ginfeitung 
- einander und B einmahl ober daß zuerſt A, dann B, 
endlich wieber A, ober baß zuerft B einmahl, dann 1 | 


zweimahl eintrifft = = ef: ferner, bag A einmahl, dann 
B jweimahl nach einander, oder daß zuerſt B, hierauf 
A, dann wieder B,. ober baß zuerft B zweimah und 


dann A Statt hat, =eft: endlich daß B dreimahl 


‚eintrifft = = f3; nimmt man aber auf bie Ordnung, in 
welcher beide Ekreigniſſe auf einander folgen, keine Rück⸗ 
fit ‚1 iſt die Wahrfcheinlichleit, dag A zweimahl und - 


B einmahl eintrifft — = — 30%, daß hingegen Aeinmaht und 


B zweimahl erfolgt = 3 ei. 

43, Allgemein, wenn bie Fälle pP, 4 fi nmabf 
miederholen, und man von der Ordnung, in welcher bie 
Ereigniffe A, B auf einander folgen, abſieht; fo erſcheint 


A allein und nmahl hinter einander in p" Fällen, ferner 
A (— Hmahl und B einmahl in np" F gzallen, A 
(a—2)mapt und B zwelmaht in (3 2)P 202 galen, 


uf f-A (n — i)mahl und B rmapl in (* )e RT T 


q —X 
len, endlich B nmahl und allein in q Hallen ; es iſt fos 
nach bie Anzahl aller möglichen Fälle: 


— 
=(p+9)'; Daher ift bei ber angegebenen Bebeutung 
pon e und f, Die Wahrſcheinlichkeit, daß A bein Mies , 
berholungen immer zum Vorſchein kommt = e", dag A 
(n — HYmahl und B einmahl eintrifft = ner 4; daß A, 
G⸗maht und B Salt Statt dat =(5 ) et, 


Vn. Die Mohrfhrinikähelimgehnung, > di 


u. ſ. f. alfo allgemein iſt bie Bahıfäeinticteit ug‘ 
(a—r)mahl, und B zmahl erfolgt, 
„=(}) a 3 +. 31) 


44, Soll aber A in n Wiederholungen, nicht wende 


ger ald (n — 1)mahl eintreffen, ſo leiſten dieſer Bedin⸗ 





an bis auf das Glied (7)⸗ ENTER Genüge, daher die 
zugehörige Wahrfcheinlichkeit die · Summe genannter 
Glieder fein wird. Um z. B. mit einem Würfel in 4 
Würfen 2 Sechfer zu treffen, hat mane=}, f=h,n=h, 
u die gefuchte Wahrfcheinlichleit 


[hen y und 4. 

Umgekehrt kann man , bei gegebener Wahrfcheinlich 
keit g eines Ereigniſſes A nad der Anzahl ber erfor- 
berlichen Wiederholungen fragen: alsdann ift 
ine ier + ro er... net 
aus welcher Gleihung zmar n nicht immer leicht gefunz 


| gung fämmtliche Glieder des Binoms (e + f)", von eo” | 


ben werden kann, allein man hat zugleich =1— 8, 


woraus fih n = ——* 70 ergibt. 3. B. wie viel 


Würfe hat man mit 2 Würfeln zu machen, bag es gleich 
wahrfcheinlich wird, zwei Sechſer zu treffen oder nicht ? 
Hier iſt g=3, e= dr, fa, mithin n= 24,65 
es ift alfo in 25 Würfen wahrſcheiplicher 2 Sechſer zu 
treffen, ald das Gegentheil. 

45. Die Formel 31) gibt, wenn mn r— 4 und 
+1 flatt x fest, und bie Grgesulfe mit w’ um w“ 
bezeichnet 


4 


no. — 


v 


ar u f Minleitung 

w=(," Mi wi, en 
fiw>w, und auch w > w”, dieß Bit In _>1; 
es iſt aber wegen 7) 





Y —“ Zu und wenn man hier x ſtatt xfegt 
w’ | u, nit IH e 
ieraus folgt 30 und g>1: 
fi (gi pet: 1, d pi e 1: 


ger man num, benjenigen Werth von r , ber. biefen Be: 
dingungen Genüge leiftet, fo findet man - 
nf+f 


!< N und zuge 1>7 








— e 
ar 
Da beide Werthe bloß num 1 von einander unterfhieben 
find, fo fegemann—=k(e +f), und man erhält 

f 

r<ke+ und zugleich > und 
weil x eine ganze Zahl bedeuten muß, fo ift offenbar 
r=kf, wodurd n—ı=„kfe +f) —kf=ke mir, 
berjenige Werth, für welchen w größer ald w’ und w 
iſt: bezeichnet man ferner das Glied vor w mit v’, 
w 


und das nach w‘t folgende mit v”, fo mird — >u ‚ 
+ 


uw 





weil ber Faktor 

x abnimmt, d. i. * : näßer ein Glied beim Anfarge der 
“u 

Reihe für (ef)? ſteht, und umgekehrt wird 77 “ 


es ift ſonach w>w>v,..,und zugleich 
w>w"'>v"...,mithin iſt bein Wiederho— 
‚tungen der einfachen Ereigniffe A und B, 


r 


befto größer fein muß, je mehr 


>» 








VN. Die Wahrfcheinlichkeiterechnung. 4 
diejenige Baberdeintihteitwan größten 
bei welcher - —! if, Hat man e=f, fo wird 


ı—rt=tr, Derr=ı In, wenn n eine gerabe Zahl bes 
deutet, ſenſt aber muß. r=y(n+1) fein: ‚überein 
fimmenb mit (18). 

46. Allgemein, wenn eine Anzahl Ereigniffe A, B, 
C,...K,. bie einzeln odes mitfammen erfolgen müffen; 
ina, b, c...K Fällen beziehungsweiſe begünftigt. wers 
den, und die Wiederholung derſelben nmahl Statt bat; 
fo geben bie einzelnen Glieder des Polynome 


(a+-h-+e-+r,.. +k)" +8, bie Menge der Falke, wo 
bie einzelnen Ereigniſſe nah einer beflimmten Anzahl 
eintreffen, und da die Anzahl aller Hülle =s.ift, fo ers 
hält man hieraus die Wahrfcheinlichfeit, welche irgend 
einem Gliede des Polynoms zugehört, wenn man daſſelbe 
durch s dividirt, Bezeichnet man ber gormet 17) ges 
mäß die Glieder bed Yolynomd 

n at ap... x n! art yatl,e . k 
p! gq!r!...t! (p+k)! (g+b)!r!..,t! 
beziehungsweiſe mit N und M, fo wird N den größten 

a_b_e_ 

Werth haben, wenn g ar =r=r: =7 if. 
Denn man hat immer R+ +T+.+t=n; fin 
alfo die Erponenten einiger uchflaben in M größer, 
ald Die zugehörigen Erponenten in N, fo müſſen die übri= 
gen Erponenten in jenem um fo viel Bleiner werben, als 
in biefem Gliede: es en ſonach M neben den Grö⸗ 
fen, die es etwa mit N gemeinſchaftlich set, noch 
| sine Anzahl u von Faktoren von ber Korm — Far q g+l ut, 
== z ni, Wingegen 


r 


deren jeder kleiner als 3 
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begreift Die Größe N wegen jenen Gliebern, deren Er⸗ 
ponenten in M. Peiner find als in N eine .gleiche Anzahl u Ä 





von Ann von ber „Bee —_, 53 * ſaͤmmtlich gb 
haltniß von N:M = dem Berhältniffe der Produkte von 
einer gleichen Anzahl Saftoren, die im Vopſatze, durch⸗ 
 gängig größer find, ald im Nachſatze des Verhauniſæe, 
oder es iſt ſtets NM, 


47. Zuweilen fi nb bie Urfachen eines Ereigriſſet 
unbekannt, oder fie durchkreuzen ſich auf eine ſo man⸗ 
nichfache Weiſe, daß es unmöglich wird fie zu erheben, 
und mathematifch zu beflimmen: dann nimmt man ges 
wöhnlich feine Zuflucht zur Erfahrung, indem man beob- 
achtet, ab das Eintreffen des Ereignifles nicht einer pe- 

riodiſchen Wiederkehr unterliegt, und man ſetzt die Zahl 
ber ſo beobad;tefen Wiederkehrungen deſſelben, an bie 
Stelle der verborgenen Urfachen, woraus man fo fort 
deſſen Wahrfcheinlichkeit beſtimmen kann. Auf dieſe 
Weiſe hat man ausgemittelt: daß in einem beſtimmten 
Lande, die Zahl der gefchloffenen Ehen, zur Zahl der 
Seburtet, und zur Beuölferung fi nahe ‚verhält, wie 
3: 144: 396; daß auf ie 16 männliche Geburten 15 weib- 
liche fommen, *) dagegen auf 24 männliche Sterbfäle 


m 

5 Vom Jahre 1817 bis 1896 murden in Frankreich gebohren, 
4981566 männlichen, und 4674569 weiblichen Geſchlechts, 
ihr Berhältniß iſt nahe S 16: 15. In den ſüdlichen De⸗ 
partementen allein wurden in demſelben Zeitraume geboh⸗ 
ven, 1400535 männl. und 1213248 weibl., deren Verhälts 
niß, ebenfalls nahe wie 16:15 iſt, woraus erhellet, daß 
dek neberſchaß' der männlichen Geburten vom Klima nicht 


WM. Die Wadefäeinliäteitseeßnung. u 


23 weibliche, ; mb auf 33 männliche Bewohner‘ 29 weib⸗ 
| liche getechnet werben können: dag die jährliche Anzahl 
der Geburten , der Sterbfälle und der gefchloffenen Ehen 
zu einander fich verhält, wie 71896 267700 : 15345, 
und die jährlihen Geburten den 28ten, die Sterbfälle 
den 3Oten,, und die Ehen den 132ten Theil der Bevble 
terung betragen: daß die Hälfte der ganzeit Bevölkerung 
unter 25 Yahren fei, und die mittlere Dauer des Lebens, 
28,5 Jahre nicht Überfteigt. 


48. Vergleicht man die Sterbeliſten mehrerer Orte 
unter einander, fo ergibt fih eine merkwürdige Bezie⸗ 
bung zwifchen den im jedem Alter erfolgenden Sterbes - 
fällen. Wenn nämlich an einem Orte 1000 Kinder ges 
bohren werden, fo flerben hievon im Durchfchnitte, 232 
im iten Jahre, 96 im. zweiten Yahre, 47 im dritten 
Jahre u. f. f. wie folgende von Düvillard entwor⸗ | 
fene Tafel zeigt : | 


1. 2. log. B IT. 8 Jg B. A. & log. B. 


1768 88509 968274111 847 73790 767716|21 496 69576 880826 
2672 82726 94425412 543 73450 743776|22 490 69043 563676 
3625 79565 921716|13 638 73099 724987123 484 68492 546739 
4599 77722 900450]14 534 72731 706353|24 478 67923 530019 
5583 76578 87990.|15 529 72343 687880|26 471 67336 513619 
6673 75817 859807]16 524 71935 669576 26 465 66732 497244 
7566 75269 84.:010|17 519 71505 85144627 458 66113 481197 . 
8560 74838 820434j18 514 71054 833500 23 452 65479 466380 
9555 74467 801039|19 508 70582 615744|29 445 64829 449705 
2976 s — 17457 Ä s= 12718 
m 51 7A125. 781803 20 502 70089 -598184|30 438 64166 434443 











: merklich abhängt, Hingegen gab es in bemielben Beitraume 
der Todesfälle 3897755 männl. und 3826523 weibl, GefhL, 
deren Verhältniß faſt 55:64 betragt. S. Aunuaire pour 
Yan 1829 u | > on. 


? 


4 6 


, A. e. lag. 





31 431 63488 
32° 425 62796 
33 418 62091 
34 411. 61372 
35 404 60639 
36. 397 59893 
37 390 59131 
38 383 58354 


:89. 376 87561 


s —= 8541 
40 369 56750 
41 362 55921 


42 355 55072. 
43 348 541. 


44.341 58305 


. 45 334 52384 


46 327 51434 
47 820 50452 


48 312 49436 


49 305 48382 
s: = 5667. 


N 


N eiärettnng 


B. 8 


419377 56 249 

494447|87 240 
389805158 231 
375400159 223 
36123880 214 


333622161 204 
320175162 195 
306970163 186 

64 176 
294006165 166 
2128466 197 
268806167 147 
266573168 137 
244586169 177 
232847) s . = 
72135870 118 


21:121|71 108: 


199141172 99 


188418 73 89 
80 


74 


47286 177958 75 72 


51 289 46144 167764|76 63 


‘52 28% 44952 


53 274 43705 
64 265 42398 
565 257 41026 


157840177 56 
148191|78 48 
138821|79 4 
129736| s_ = 


log. B. 1%. e. log. B. 


39582 120940 30 


38060 11244081 


36453 10424u|82 


‚34753 9 
32353 
24730818 =. 


951 
07061 


68176 . 
61392 . 686 


177 


96347183 
88765] 84 
85 
81499|86 
74556187 
67939|88 


35 84039 5547 
29° 46069 .4442 
24 37438 3528 
19 28117. 2784 
15 18113,2188 
12 07504 1718 
9 96492 1351 
7 85522 1066 
6 768355 843 
5 67080 663 





4 58320 515 
3 49038 394 
3 33199 298 
2 28735 221 


. 41 17580 161 
1 05690 +16. 


1292 61 


Beyeichnet man bie Zahl ber in irgend eifiem Alter 


bot n Zahren, und in den Darauf folgenden Jahren 


= Lebenden, nämlich die Zahlen ber zweiten Spalte mit 


L, L, ‚L,, Le, :::35 fo iſt die Wahrſcheinlichkeit, 


daß eine Perſon von n Jehren 1,2, 3... Jahre 


L, 


Aberlebt, beziehungsweiſe , = ee Bedeutet 


m das Alter, deſſen in der zweiten Spalte nebenſtehende 
Zahl 4 L beträgt, fo iſt es gleich wahrſcheinlich, daß 


eine Perſon von n Jahren, noch m—n Jahre lebt, als 


das Gegentheil. Die mittlere Lebe nsda uer aber 
dieſes Alters ergibt 1 


VI, Die Dahrſcheinlichkeitsrechunng. 47 


ge tlehl, H Hin 2,%..39) 

Um biefelbe mittelfi der Tafel leichter zu finden, habe 
ih die Summen ber Lebenden = som höchſten Alter an, 
und mit Rückſicht auf die Dezimalftellen von L vollfläns 
dig beftimmt, und je 10 Jahre beigefügt. 3. B. Die 
mittlere. Lebensdauer eined I9jährigen Mannes ergibt 
ft fofort = Ze —= 34,3 Jahre, eines 17jährigetaber 


—— 35,6 Jahre. Die Zahlen In 
der dritten Spalte der Tafel find Logarithmen ber ges 
nauer ausgedrückten Werthe von L: ihr Gebrauch ift viels 
fältig. Die Zahlen der mit B. bezeichneten Spalte 
geben an, wie viele bei einer Million Einwohner irgend 
| ein Aer überftiegen haben. Man fitibet fo, daß bei 
diefer Bevölkerung 434443 Menſchen bad 30te, und 
. 86765 das 6Ote Lebensjahr zurüdgelegt haben, u: ſ. fi 


! VIII. Zinſeszinſen, Lebensrenten. 
4090. Wird ein Kapital k zu p drejen angelegt; ſo 
trägt eö nach einem Jahre an Intereſſen —— 75 ‚und ed ers | 
mächft ha elbe nad) einem Jahre auf die Summe 
ä _ 
4 J 10 2); fegt man Kürze balber 


u Tre =, da dann i die Größe bedeutet, zu welcher 


die Einheit der Währung, im welcher dad Kapital be⸗ 
tehnet wird, fammt ben Intereſſen nad) einerh Zahre 
anwächſt, fo bat man dad Kapital k fammt ben Intes 
teen am Ende des erften Jahres eki, und. diefed Ka⸗ 


N 





L 


“ Einleituns. | 
pital wachſt am Ende Bes jweiten Jah on, auf ki.i | 


ki? , am Enbebes dritten Jahres aufkiz. i—ki? ze bil⸗ 
Sen ätfo die Kapitale fammt den am Ende eines jeden 
Faͤhres zugehörigen Intereſſen eine geometriſche Reihe, 
deren erſtes Glied ki, und der Quotient i iſt. Man 
nennt diefe Art das Kapiial ſammt den anwachſenden In⸗ 
tereſſen zu berechnen, die doppelte Zins rechnung 
Ginſeszinſen) ; zum Unterſchiede von der einfachen 
Binsrehnung, wenn nämlich die jährlichen Intereffen 


ab k(is—4) nicht weiter verzinst werben, da bann 
das Kapital ſammt den Antereffen nach un Jahren auf | 


die Sunme Karaden=s ... 33) 
anwaͤchſt. 


50. Die Summe einer geometriſchen Reihe mit 
. bem Anfangsgliede a, dem Quotienten d, und ber 
Gligberzahln , ift bekanntlich 


a Beeren, + ag og 1,3 


und dieſe Formel auf bie Beſtimmung bes Endkapi⸗ 
tals K angewandt, auf welches ein Kapital k fammt Zin- 
ſeszinſen nach m Jahren anwächſt, gibt | 
K= — ki” oe». 35) 


Hieraus ergibt ſich fofort die Aufloͤſung ſotgender Auf⸗ 
gaben: 


Wie viele Jahre muß ein Kapital k; zu p Prozent 
‚ angelegt ſtehen, daß ed mmahl fo groß wird, ald ed ans 


| fangs war? Man hat ki" — mk , woraus | 


log. m | 
eh AL ER . o | 
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Wenn das Kapitalk nah n Jahren auf die Summe K 
anwachfen fol , wie groß muß ber Bindfuß fein? Da 


K=ki" ift, fo erhält man zuerft 
lg. i= = (dog. K-— log. k), und hietausp = 160 (i—1)....37) 


Ein Kapital wird, bei gegebenem Zinsfuſſe p, nach n 
Jahren — K, wie groß iſt es jetzt? die ſogenannte 
Diskontorechnung: die Gleichung 35) gibt 


=...) 
i" 


51. Nach den Sfterreichifchen Geſetzen kann ein Gläu⸗ 
biger auf eine giltige Weiſe beim Schuldner Binfeszinfen 
ſich bedingen , obfchon ed ihm unbenommen bleibt, die 
terminweiſe einlaufenden einfachen Zinſen ald ein neues 
Kapital auf Intereflen anzulegen, In einem folchen 
Falle erhält der Gläubiger für jede ganze Anzahl Zah: 

lungötermine zwar dieſelbe Summe, welche bie Formel 35) 

gibt, wenn er Sorge trägt, baß bie terminweife ents 

fallenden Bruchtheile von Intereſſen, welche ſich nicht 
ſchicklich weiter verzinſen laſſen, am zunehmenden Kapi⸗ 
tale von Zeit zu Zeit ergänzt werden: allein für die 
Zwiſchenzeit, welche über eine ganze Anzahl Zahlungde 
termine verfließt, kann er nur auf einfache Zinfen Ans 
foruch machen. Hiernach ift dad Kapital k nad) n Jah⸗ 


en —ki', und. diefe Summe als Kapital betrachtet er» 


wächft mit‘ ben einfachen Zinfen während - Jahre auf 


1 
K=ki" 1+ZzG—-1]...39. 


welcher Ausdruck aus 33) folgt, wenn man daſelbſt ki" 
Kulikes Analyſis. | 4 


% 





80 Ginleitung* 
\ \ 


ſtatt k und = flatt n ſetzt: während in anderen Landern 


auch in dieſem Falle K nad) 35) berechnet werben fan 
‚52. Ein Kapital k wird zu p Prozent angelegt, und 
nebft den Zinfen noch jährlich um die Größe a vermehrt: 
wie groß wird bad Kapital nach n Sahren? k erwächft 
nad) 35) in n Sahren auf ki”, und der im erften, zwei⸗ 
ten, dritten „. . (n— ten, nten Jahre verzinslich 
angelegte Betrag a, wirb nad) Verfluß deflelben Zeit- 
raumes beziehungsweife zu 
aini , ai, an ... ai, a, welche Ausbrüde 
Glieder einer geometrifchen Reihe find, deren Summe 


AI le) beträgt; ſonach hat man das gefuchte 
Ä Kapital K= ki" en ... 40) 


Wird aber von dem Kapital k jährlich bie Größe ‘a 
weggenommen , fo ift in ber legten Gleichung a negativ 
zu nehmen, woburd) 





20 
Keirl2I—D,.. 4) wid. 


Sol hiedurch das Kapital kerfchöpft werben, ſo hat man 
K=o, und. bie Gleichuns 41) gibt die jaͤhrliche Ein⸗ 


nahme bed Gläubiger a = „kam ».. 42) 

v’—1 

hiernach findet man auch den Werth einer Reibrente a, 
welche mit dem Schluſſe eines jeden Jahres während n 


in 
Jahre bezogen wird, nämlich x —⸗ — .. 43) 
| | rd) 
Man vergleiche: 
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Abhandlung über die Zinsrechnung. Von Franz 


Kodeſch von Treuenhorſt. Lemberg 1800. 


Abhandlung über die Rechnung Bei veränderten 


Sahlungdterminen: Won eben bemfelben, Lembetg 1826, 
53. Sei P die Volksmenge, N bie jährlichen Ge⸗ 


| hurten, M bie Sterbefälle in irgend einem Lande, und 


eben fo habe P,, N,,M,, ferner P,,N,, M,, 
dieſelbe Bedeutung für die nächft folgenden Jahre, ; enbs 


P 
Uich fege mann, =m, wodurch P=Nn=Mn, 


M 
aſo M= = wird 5; fo erhält man 


pP, -P--N—M= (Hz): ofen num die 


Verhaͤltniß zahlen m, n unveränderlid find, und man 
IH — = = q Kürze halber fedt , wird P,=Pg, 


Pr, =P,q =Pq®, P.* P,y=Pg 243 mithin 
waͤchſt oder vermindert ſich die Volksmenge, je nachdem 
mn, oderm<n iſt. Ferner gibt die Relation 


P P . P P \ 
vu, M=70 == lem, M,=Mg}, 
"7 Ma° ’ ... und eben fo folgt : . 


—,N ‚Jung, N, =Ng, N, =Ng® N s 


Ä dehe bilden bei der gemachten Vorausfetzung die jähr⸗ 


lichen Volksmengen, Sterbefälle und Geburten in den auf 
einander folgenden Jahren geometriſche Reihen, deren 
duotient md ‚ und bie Auſangeglieder bezichungswäiſe 


pP, PB, =: find, 


54, Men bezeichne nun mit 1.,1 „I,I.... die 
Verhautnißzahi der Lebenden in einem Alter von 1;2, 3... u 


4 * 


⸗ 


| \ . 
5822 . Einteitung. 


Jahren zu den Gebohrenen und mit M,,‚M,,M,,.-. 
die Sterbefälle. vor dem iten, 2ten, Iten ... Sabre, 
fo ift NI, die Zahl der Lebenden Kinder in einem Alter 


| Den 1 Jahre und darunter, fonach M, = N--M,', un) 


| | 


M,=N(d-—1,); ferner ift wegen: (53), die Baht der 


| ein Jahr vorher Gebohrenen = welche ſich nach ei⸗ 


NT 
nem Jahre auf — und nach zwei Jabren ur 
redigirt, man hat alſo M, =-(, —1): eben fo iſt 
die Zahl der zwei Jahre vorher, Gebohrenen zn , mithin 


=, =, -L), u. ſ. f. Hans ergibt ſich: 


-M,' | 
.M, M,q 
,=h- a 1a 
,=1- ————— uff oder wenn ge=1 


if, wird M=N, daher N, =M-M, 


N, =M--M,—M, 
SI, = M-M, — M ‚—M,,“ + 


. man kann fonah aus den nad) dem Alter geordneten - 


Sterbeliften, bie Zahl der in einem beflimmten Alter 
Lebenden oder Sterblichkeitstafeln entwerfen. 
Die Benölferung-P ergibt fih aber, wenn man bie, 
Reihe N, Nl,r, Nl,r2, NI, v7... fortgefegt bis“ 
zum hoͤchſten Menſchenalter fummirt, wobei Kürze halz- 


ber * =! r geſetzt wurde, es iſt alſo 
R=N(d+LeH]; Hl, he ment)... 





- 
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Nimmt die Bevölkerung eines: Landes weber zu noch ab, 
ſo bat man r=t, und dann ' 
P=NÜUHL +, PI, Hr. 40). 40) 


| Auf diefe Art hat M athteu bie Zahlen bermit B. 
bezeichneten Spalte berechnet. 


55. Bern eine Geſellſchaft ein Kapital in der Ab⸗ 
ſicht zufammen ſchießt, Daß jedes ihrer Mitglieder einen 
jährlichen Betrag 1 lebendlänglich aus der gemeinfchaftlf- 
hen Kaſſa erhält, fo heißt derfelbe eine Lebensrente: 
wird aber von Jemanden irgend ein Kapital’in der Ab- 
fſicht hinterlegt, dag ein beſtimmtes jährliche: Einkom— 
men w bei dem ode bdeffelben für feine hinterlaſſene 
Wittwe lebenslänglich zahlbar wird, fo iheißt daſſelbe eine 
Wittwenrente, und eben fo eine Waifenrente, 
wenn dad Einfommen dem nach bem Abſterben heider 
Eltern hint rlaffenen Kinde, bis es ein, beflimmtes. Al⸗ 
ter erreicht, gährlich angewieſen werden ſoll. 





56. Den Werth einer Lebensrente zu finden, ſei L 
| die Zahl der Perfonen, die im gleichen Alter von m 
Jahren der Gefellfchaft beitreten, fo zahlt die letztere ein | 
Jahr darauf art alle Aheinehmer einen Betrag L;1, 
nad) zwei Jahren L,1, nadh.3 Sahren L,I, u ſ. f. 
Der gegenwärtige Werth dieſer Beträge if nach For⸗ 


1 
mel 38) wenn man Kürze halber = q ſetzt, 


Lig, L ‚iq? ‚ Lilg®, . . . beziehungsweife ; baher 
entfällt auf jeden Theilnehmer ald Einlage, oder ber 
Werth. ber, Lebensrente 

| T&g+L.e +L,g® t.2)...4) 
und eben fo erhält man für die um ein Jahr älteren 
Zheilnehmer , den Werth derfelben Lebensrente 


BEZ 


— Sinieienae 


Ze hatt +. .. 3 
woraus ſo * gb: . 
* knsin.sent 
| al, Dd+k )... 
mittelſt welcher Bormel man bie Lebensrente irgend eines 
Alterd, aus der Sebenprente bed. nächſt höheren Alters 
finden Tann, 

57. Set m das gemeinfchafttiche Alter der Männer 
und .n das der Frauen bei ihrem Eintritte in eine Geſelb⸗ | 
ſchaft, welche Wittwenrenten zuſichert, man bezeichne 

mit F, F., F, ... bie Zahl der in emem Altervonn 
Jehren und in den darauf folgenden Jahren Lebenden, 
ſo iſt die zuſammengefetzte Wahrſcheinlichkeit, daß eine 
Ehe, wo ber Mann und die Frau dad angegebene Alter 
hat, nah 1,2,3... Jahre befteht, beziehungöweife | 
\ L,R, L,FE, L, L,F, a 
- LE , IE ⸗ "LE eo. “ | 
oder was baffelbe ift, unter LE Ehen beim Eintritte im 
die Geſellſchaft, beftehen beziehungsweife nach 1,2,3... 
Sahren nur noch LF,DLE,,L,F, -.. Ehen: 
hätteder Unternehmer während der Dauer aller dieſer Ehen 
einen jährlichen Betrag ean cingelne Ehepaare zu zahlen, 
fo wäre der Werth einer ſolchen Eherente 


E=-7 (L,\F,q +L,F,gq? +L,F,g° +...) 0) 


—* —* aus 46) folgt, wenn man e fateı, und 
LF, L,F, 2 L,F, nt ſtatt L, L, ’ L,, ... fest: 
Dagegen iſt Die Lebenörente der Frau nach 46) 


K=n(Fg+tF,g+F.g Te2)...4) 
weil. bie w, FF), F,, » - „an die Stelle von 
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l,L,L,,L,,.... tritt: ſetzt man num noch in 48) 

w hatt e, und sieht biefen Ausdrud von 29) ab, fo er: 

hält man ben Werth einen Wittwenrente W | 
WwW=K-E...s%0), sder 


W= 3 „[F,ga—L)+R,g(L-L)+RQP(L-L,-r] 


+0... 51) | 
bie Glieber der Ausdrüde 46), 48), 49) und 51) find 
bis zum höchften Alter in der Tafel fortzufegen , im leb« 
ten Ausbrude 51) bedeutet Q die Summe ber m—ı 
Endglieder der Formel 49). | 
©. Anmerk. c, | 
58, Bei Waiſenrenten fei m dad Alter des Waters, 
n der Mutter und x dad Alter ded Kindes beim Eintritt 
des leteren in die Waifenanftalt : Die. jährliche Penſion 
des Kindes fol s Gulden betragen, und bis zum tfen 
Lebensjahre des Kindes auögezahlt werben. Nennt man 
W den Werth diefer Rente, und bezeichnet mit R, R,, 
R, .. . bie Zahl der Lebenden in einem Alter von r, 
und darauf folgenden Jahren, fo iſt die Wahrfcheinlich- 
Zeit Daß Vater. und Kind, Mutter und Kind, endlich dag 
‘alle drei noh 1,2, 3... Jahre leben, beziehungs⸗ 
. LR, L,R, L,R, 
weiſe: IR ' TR’ Int 
F, R, F,R, FE ‚R, 
FR’ FR TTFR tr“ 
L,F,B, L,F,R, L,F, R, 
, —IFR ' LER ’ LER "IR 
nun ift nach 49) die Lebenörente ee Kindes bis. zum 
Alter t 


R=5 (B,g+R,g? +R,g’+ ...t R._» q =) 
ber Beitrag bes Waters während feiner Lebenszeit 











Dun. Ginteitumn 


Ne RB, + 
und wahrend der Lebenszeit beider Eltern 
7* *57 —A RgHL,P,B.g +. SF Rp EP) 
Ä endlich ber Beitrag der Mutter mährend ihrer Lebenszeit 
J M= 556. R.4-F. R,.qꝛ ... Ft 1= "P), . 


woraus folgt W=K—M—N-+-P.,., 52) 

Wird, aber die Penfion bei dem Tode des Vaters 
alſo auch noch während dem’ Leben der Mutter-auöge-- 
zahlt; ſoiſt M und P null, daher W=K— N wie bei . 

Wittwenrenten, wenn man in 50) N flatt BE, alfo R 
ftatt F fest. Man vergleiche ,. . 
- Anleitung zur Berechnung der Sebensrenten und 
Bittwenpenfionen, Bon J. 3. Littrow. Wien 1829, 


W I. Setnbrige 


0. Verbindet man mit dem Nenner eines Bruches 
den Zähler eines anderen Bruches, und mit dem Renz. 
ner deſſelben den Zähler eines dritten Bruches, u. As f. 
Al heißt ber fo. entftehende Ausbrud ein Ket ten bru ch. 


s. Br 
- | by 

.—_ + ... 
bie Bühler, Ex Y. x. ſo wie die dehnt a,h,c.., 

können poſitive oder negative ganze Zahlen bedeuten: 
am merkwürdigſten find jedoch die Kettenbrüche, deren . 

Zähler fämmtlich gleich 4, und die zugehörigen Nenner. 

. pofitive ‚ganze Zahlen find , ihre allgemeine Form ift dann 

I 0 














IX, Kettenhrüde." 6 


x=-a+i1 
b-+-1 
c-+1 
dt... 


die man auf abgelürzte Art fo angeben kann: _ | £ 
x=a, b, 6 d,... 593) 


hiernach bedeutet x= 3, 5, 7 den Kettenkeuh 
x=J3-.r-1 

+1 

7 
60. Dan koͤmmt naturlich auf einen geitenbruch, wenn 
man eine Größe x,'die nicht durch eine ganze Zahl aus⸗ 
gedrückt werben kann, näherungdmweife beftimmen will: 
denn if a die größte ganze Zahl, die in x enthaltenift; 


fo hat man x — a 1, alfo —>4 und man kann 


x 


beſtimmen, die inx, en ift: hiedurch wird, 








x, —b<1, alfo - nn 


und e bie größte in x, enthaltene ganze Zahl, ® ergibt: 





ſich x, -1, alſo 


Operation abbricht, oder ohne Ende fortfauft , je nach⸗ 
dem die Größe x rational oder irrational iſt. Aus diefen 
Seausfegungen erhält man ſe. fort die Gleichungen ; 


1. _ Bu ch. 
= * Segen, und abermals bie größte ganze Zahl h 
m 1 ® . 
1 
>1; ſetzt man wieder — — **4 


1 
en, >i u, . f. welche 


’ 


Einleitung, 


x =a-+1 
— z 
x =b+1 
BE 
xz,=c+1 
x 
wo Ih . dur deren Verbindung 
on X der, Kettenbruch 
mp4] 
Xp 
xz=arl =ut1l =a+1 
| b+1  b+1 +1 


ı 


2.54) 


X. c+1 . c+.+1 s .. 55) 
X n+1 - 
| ‚pri 
Xp 


zum Borfchein kommt. 
Man nennt die Zahlen a,b, c...n,p bie 
Nenner oder die Diviforen bes Kettenbruches, 
hingegen die Größen x,,x,, x, ... Xn, x, die Er- 
gänzungen derfelben, weil vermittelft jeder derſelben 
der vollftändige Werth der Größe x fich angeben läßt. 


61. Iſt x⸗ My ein unächter Bruch, und in einen Ket- 


tenbruch zu verwandeln, fo fei a die in x enthaltene ganze 
Zahl, ſo dag A=aB+C wird, wo C ben Reſt nady 
der Divifion bedeutet, dieß gibt 


A cc . 6 B 
x*724 -* 57 : offenbar iſt <1, do > 1; 
verfährt man nun ſo mit dem unächten Bruche und 


B,,D 6 ED F 
fet 8* A Et: u. ſ. r 04 56) 


1X. Kettanbruche Er "es 
wo bie Größen h,e, d... bie Quotienten, hingegen 
C,D,E, ,.. bie Reſte der auf‘ einander folgenden 


Divifionen vorſtellen; ſo erhaͤlt man hieraus die Glei⸗ 
| dungen 





c+ 3 

A-F, . . ergibt, welcher nach 
ber in 53) eingeführten Bezeichnung durch x Sa, b, c, d, ... 
vorgeftellet werden Fann. Die Gleichungen 56) geben 
zu erkennen, daß man bei Bermandiungen eines unächten 
Bruches in ginen Kettenbruc den Zähler beffelben divi⸗— 
Diren muß durch den Nenner, und mit dem zum Vor⸗ 
ſſhein fommenden Refte den Divifor,, und fo immer fort, 
mit jedem neuen Reſte den zugehörigen Divifor, bis ſich 
kein Reſt zeigt: die ſich hiebei nach und nach ergebenden Quo⸗ 
tienten find bie Werthe der auf einander folgenden Nenner. 
des Kettenbruched, während aus den Größen B, C‚D,E.,, 
melche mit Ausnahme der erften, bie anf einander fol: 
| genden Reſte bedeuten, die Ergänzungen der ſo eben bee 
| flimmten Nermer erhalten werden, wenn man immer 
jede derfelben durch die naͤchſt folgende theilt. 


62. Sei der Kettenbuuh x=a, b, ...m,n,p,..;t 


gegeben, man bezeihne mit > ben gemeinen Bruch, 
ber mit dem SKettenbrgce n, Bere t einerlei Werth 


hat, hiedurch wird 


60 | sinteitung. 
x mil == m+1 zmNFP 
na+t J N N 
Pructt P 





Ben man baher, von dem "sten Nenner des Ketten⸗ 
bruches anfangend mit demſelben die vorhergehenden Nenner 
nad) und nad) vereiniget, und die Ausdrücke in. gemeine 
Brüche verwandelt, fo if der Nenner eined jeden folgen 
den Bruches dem nächft vorhergehenden Zähler N gleich, 
ber Zähler aber bes erfteren wird erhalten, wenn man N 
- mit dem neu binzugelommenen Divifor m mulfiplizirt, 
und den Nenner bed vorhergehenden Bruches P hinzu 
addirt: um alfp den Bruch herzuleiten, der mit dem gez. 
* gebenen Kettenbruche gleichen Werth hat, braucht man 
nur die Zähler der verfchiedenen Brüche auf die eben an= 
* gegebene Art zu: entwideln, und fährt man fo fort bis 
fämmtliche Nenner des Kettenbruches an die Reihe ge= 
kommen find, fo ift Die legte fo gefundene Zahl der Bäh- 
ler, die vorlegte der Nenner des gefuchten Bruched. Nun 
iſt der erſte Bruch zugleich der letzte Nenner t, oder 


FE folglich muß man t und 4 zuerft annehmen, und um 


die übrigen Zähler bequemer herzuleiten, fehreibe man 1 
unter den legten Nenner t, und t unter den vorlesten 
Nenner, und beflimme aus biefen zweien, und fo auch) 
ferner qus jeden zwei neben einander ſtehenden Zahlen, 
ı bie nächfte, indem man die zulegt vorhergehende mitdem 
darüber ftehenden Nenner multipliziert, und hiezu die 
vorletzte abdirt, ' 


3.8. Si x=2, 1,3, 2,4; fit 4.241=9 
ww 411,40, 31,.9, 4, 1 3.9 44-31 
u hf \ 


IX. Kettensäge, - 6: 


Demnach hat man m2ri 1 
Ä 1+1 


oo | #4) 


63. Wenn ein Kettenbruch ohne Ende fortlauft, fo 
erhält man einen Naherungswerth deſſelben, indem man ‘ 
von irgend einem Nenner an, alle folgenden wegläßt: 
bleibt man nun bei dem erften, zweiten, dritten, . . 
Nenner ſtehen, una bezeichnet die ihnen gleichgeltenden 
gemeinen Brüche, welche daher Näherungsbrüche 
heißen, mit 

ABC a: 43 

7 pt 7 23 ſo iß im Ausdrude — 

3a, h, c, .. m, n, P.9. 
A B 
— g = a 5; hieraus ergibt ” 


nun ber folgende Naherungebruch, wenn man b +5 2 
ftatt b ſett, naͤmlich 
br + _abe+äte  Be+A 


—— m 
»+L bo+1 BicHA 








C_ 
ce” 


5, MNEOQ a 
und allgemein find wir * die Nähetungs- | 
brüche, welche man erhält, wenn man bei ben auf eins 
ander folgenden Nennern m, n, p, q beziehungsmeife 


ſtehen bleibt, und nimmt an, es fei, dem für — ge⸗ 


fundenen Ausdrucke gemäß, 


— . 


N 


l 
OR: ı,. Ginleitung 


P_Np+M..: u 
Fee 


fü folgt hierauß —3 wenn man e4 ſtatt p feet, 


dieß gibt | 
Q N(p-+3)-FM Npg-HNH mg Pq+N 


— — —— — 
— —— Ben ———— — — — — 


or N‘(p-+3) + M' N‘py--N’-+-M’q P'a+N’. 


+ 


es wird alfo diefer Bruch aus den zwei vorhergehenden 
nad). dem nämlichen Gefese gefunden, welches für ben 
nächſt vorhergehenden angenommen wurde. . Hierauf grün⸗ 


det ſich folgendes Verfahren, die Näherungsbrüche eines 


gegebenen Kettenbruches zu beſtimmen: man ſchreibe 
ſaͤmmtliche Nenner deſſelben neben einander, febe unter 
den erften 4, unter den zweiten Nenner aber den erflen 
getheilt durth 1, und leite aus dieſen zwei, und eben fo 
aus jeden zwei auf einander folgenden Bruͤchen, ben 
nächſten Bruch dadurch ab, daß man fowohl den Zähler 
als auch den Renner de zulebt gefundenen Bruches, 


durch die darüber ftehende Zahl multipliziert, und zu die 


fen Produkten beziehungdweife den Zähler und Nenner 
des vorhergehenden Bruͤches addirt. Im obigen Beifpiele 


x—=2,1,3, 2, 4, findet man die Naherungsbruche: I 


1 > b, 
Den vollftändigen Werth eines folchen gettenbruches er⸗ 
hält man nur dann, wenn man nach Formel 55) ſtatt 
irgend eines Nenners p, deſſen Ergänzung x, fein mag, 


p+ — —z ſetzt, hiedurch wird aus 57) 
=, +M * | .. 
64. Sucht man den unterſchied, zweier auf einan⸗ 


pP 
der folgenden Naherungebrüche Nr auf, fo ergibt 


.“ 














fih wegen 57) | 
N PN Np+M _  MN’—M'N 
NT BT TR pr, feine 


MN MN-MN 


F v”- „ne ; fonach find die Zähler keibee | 
Unterfchiede nur. dem Vorzeichen ac verſchieden. Bei 


den erſten zwei Näherungsbrücen 2 j m a * iſt 





aber dieſer Zähfet gleich —1, sin ift er bei dem zwei⸗ 
ten und briften Näherungsbruche gleih 1, beim britz 
ten unb vierteh gleich — 1, und überhaupt +1, ie 
nachdem der zu vermindernde Näherungsbruch in der Reihe 
der Näherungsbrüche eine gerade oder eine ungerabe Stelle 
einnimmt. vr ift , 
7 _+1 
N PTTT 59) 

65. DaNP'—NP=+1ift, ſo können N und N’, 
ever P und P’ feinen gemeinfchaftlichen Theiler haben, 
weil fonft derfelbe auc ber Einheit zugehören müßter 
es find ſonach Zähler und Nenner eines Näherungäbru- 
bed Primzahlen unter fich, und es laͤßt fih fein. 
Näherungsbruch durch Fleinere Zahlen genau angeben. 

66. Die Formeln 58) und 59) geben 





z(M'N—MN) _ 72 
— L SU Den VE qui Dean 
kenn > 
N M'N— MN +1 
u NM) N en 


—J ein ungerader Naherungsbruch, ſo hat man (64) 
N * =—1, wodurch der Zähler in 60) poſi⸗ | 
tiv in 61) negativ wird, daber ifi z> ww undx < ; 








N ‘ 


664 Einleitung 


ed find alfo die auf einander folgenden 
Näherungsbrüde wechfelweife kleiner und 
zrößer alsder Kettenbruch: und weil nach (63), 
2>p, alſo auch 2>1, ferner Nagm ift,, denn jeder 
folgende Näperungsbruch 57) wird ja aus den vorherge⸗ 


henden zuſammengeſetzt, ſo iſt immer der numeriſche 


N gel: ou. .M 
Werth von x; Feiner, als jener von x y das 


bruch für x, fo begeht u man einen Sehler 


1 „1... 
I< NM 


jeberNäherungsbrud brüdt bengegebenen 


Kettenbrudh fo genau aus, daß der Unter 


fhied Fleinerift, alö die Einheit getheilt 


burd da8 Quadrat feined Nenner 
67. Bei einem Kettenbrüche (61), der durch bie 


Verwandlung eines Bruches entilanden ift, laͤßt fih je . 


boch der Unterfchieb jwifchen diefem und irgend einem 
Näherungsbrucpe bequemer ausprüden. Heißen nämli) 
Q, R zwei aufeinander folgenden Refte, fo ift die Ergaͤn⸗ 


zung des zugehörigen Nenners pimmer = 2, fonath hat 


man (63) .=p FR o ‚ und für diefen Werth, wird in 58) 
„_A_(PQ-+HR)R+MQ, 
ı=r (BORN FO ; mithin 
A_P.A_NptM _RMN-MN) +R,; 
— — —— u m — 5* ru . m” 
ETETBTONpAM BR BP’ 


if, der Kettenbruch nähert fih jedem fol- 
genden Näherungsbruche mehr ald dem 
vorhergehenden. Nimmt man alfo ven Näherungs: 


wegen z<1,b.i. 6 if Zum 





=- 


ER, eitenbriiche.d 68 
ber;Unterf.hieb zwifchen einem gegebenen 
Bruheundirgend einemRäherungsbrude 
ift gleich dem zugehörigen Hefte getheilt 
Durch das Produkt der Nenner. 

68. Sind — 3. * brei beliebige Brüche von 
denen ber folgende immer größer iſt, als der vorherge⸗ 
hende, fo muß der Unterſchied der beiden äußern größer 
fen, als jener zwiſchen hiefen und dem mittieren Bruche :'' 
nimmt man nun an, ed ſei PN’ -PN=4, fo folgt 
PN 1 „OW ON nd FA 
ẽ und : de 
die Zähler diefer Brüche ganze poſitive Kahlru bedeuten, 
fo koͤnnen fie nicht A ns 1 angenommen werben; 

t er —1 
feat man fie aber = we Wo und ZOP’, das if, 
wenn man bie gemeinſchaftlichen Faktoren wegläßt, O' 
größer als P’ und N’ werden: und eben fo folgt, wenn 
man die drei Brüche umkehrte, or O größer als P und 


N ift; daher ift jeder Bud — , ber zwifchen wei Ni 


herungsbrüche fällt, durch fine fo einfachen Zahlen aus⸗ 
gebrüdt, als diefer felbft; mithin nähert fich ein: 





+; Räherungsbrud einem Kettenbrude mehr, 


ald jeder einfacher audgedrüdte Brud: 
daher die Benennung dieſer Brüche. 


69, Für irgend einen Näperungsbrud) &, 


fei der Quotient p in 57) größer als die Einkeit, fo’ 
laſſen fich folgende Brüche en | 


— —XM ß__2N+M _@-DN+M | 
— N⸗ +M' : ß' = nme, — (p—1)N; +M'’ 


deren Anzahl p—1 if, und beren Nenner fämmtlich 
zwifchen N’ und P’ liegen: hat man nun 
Kutit’s Analyſis. Ä 8 





66, 7 BER ung 


Ashrm Hr N j web MEINT) 3 


N “nn „N. . 

un N N si; fo fort GG 
\ "u = ph) NEM : SPN-Mo 08 
no, uw 3 @-1 NEM’ W172; M 
I. MNmN 4 


— EL u Hr ng on u 
be * —— ‚aber ib oh —2 — 


r 
are >E 12 ei ‚zer Bus t Kähert. 
ſich u; j ih, ber energie — 
erner a | 

N ‚8 _N+M Lu 4 

Nenn Nm und eben 
N Kur Br j ‘ “ 
mer u ſ. f. und allgemein 

Muu 1 


N NG IN ur mi 
— 1 <<. —R 7 dieſe Brüche nehmen alſo 


Er und find "dabei mt Meiner als * , und rd , 


p 
Ger als pe man nennt fie eingefhaltete Brüd Ze 


‚und man fann wie in (68) beweiſen, daß zwiſchen ihnen 
kein Bruch liegen kann, der "einfacher ausgedrückt wäre, 
daß fon, „Diele nebft den Näherungsbrüchen, zwifchen 
welche fie “fallen, einem Kettenbrushe fich defto mehr 
nähern, je weiter fie in ber Reihe der Näperungsbrüche 
„rem 8 Am obigen Beiſpiele 


LX. Kettenbriche. er | 


x=2,1,3, 2, 4 waren bie Naherungsbrliche . . 
2, a, 5. 28, er und es „fetten zwifchen 

md 4" Die eingefchalteten Brüde > 3,8%, ferner zwiſchen 
1a und 25 der eing. Bruch ’%, zwifchen 35 und 3,52 
die eing. Brüde ; 6, Ihr 86, Hierunter find die Brüce 
fı 3,7 3 Mi N 13, Sy sr <x, und? Y ar >x 
70. Das Verhältniß bed Durchmeffers ; zum Umfange 
eines Kreifes wird buch die Inter dem-Namen „Eus 
dolphiſche Zahl" bekannte Größen — 3 410020585. 
auögebrüdt: wird der Bruch) 11433525535 nach (61) in 


0VA0Hag 
einen Kettenbruch verwandelt, fo erhält man 


‚s=3,7,15,1,29,1,1, beſſen Näherungs⸗ 


brüche nad 6) find: : 


Tı T ı 1081 His 233233, 104 157 a, 0. 
Sudt man nad) (69) die. eingefchalteten Brüche ‚ und 
fondert diejenigen Brüche, die Eleiner ald 7 find vor 
ben übrigen ab, fo erhält man zwei Reihen, deren Glie- | 
der fich der Größe u immer mehr und mehr naͤhern, ſie 
find : Ä | 


s 25 47 69.91 419 185 1657 179 9Hı 9 . 
Tı SI 1750 ur 2 357 Arı 10V Gy 5a 228 se 
und | | 

4 10 13 16 ı9 865 048248 aT266 


, Ar F, 283, 13383 N) WagzByere 
7171. Man nennt dad tropifce Sonnenjabe, 
die Zeit, welche von einer Zurückkunft der Sonne zu 
denſelben Nachtgleichen bis zur nächſt folgenden verſtreicht. 


.Dieſes Jahr iſt 305. 242242 Tage gleich. Verwandelt man 


den Bruch x2333336 in einen Kettenbruch; ſo folgt 

x=0,4,7,1,, 2, 1. .. deſſen Räperungebrüche 
4* — Er er —8 u... find. ’ 

Wenn man die Länge des bürgerlichen Jahres 

der größeren Einfachheit Wegen in runder Zahl gleich. 

365 Tagen annähme‘, fo würde ber, Anfang dieſes Zalz 

res dem tropiſchen immer voreilen, und nach und nach 

5 x 


\ 





Br } 


:68 @intleitung 


alle Jahret zeiten durchlaufen, und die Zeſte ſowohl,— 


als auch die: Arbeiten beim Feldbau würden nicht mehr 
an beftimmte Jahreszeiten ‚gebunden fein. Diefem wes 


2 


r 


fentlihen Nachtheile eines für bad Volk eingerichteten " 


Kalenders wird. durch Einfchaltungen abgeholfen, 
Wählt man unter den obigen Näherungsbrüchen den 
Bruch „,, welcher von x um weniger alds „;* unters ' 


Sieden ift (66), fo käͤme ein tropifches Sonnenjahr auf 
355 Tage, und ed würbe die erwähnte Voreilung ge- 
hoben, wenn man je 33 Jahre, 8 Tage einfchalten wollte: 


d. i. wenn man je 4 Jahre ein Schaltjahr von 366 
Lagen und nach 7 -folhen Schaltjahren, die einen Zeit: 


raum non 28 Jahren umfaflen, das achte Schaltiahe im 
fünften Jahre, wodurch die Periode von 33 Jahren vol - 


‚wird, eintretten ließe. So war die Einfchaltung der altın 
Derfer beihaffen. Der Iulianifhe Kalender, 
welcher ohne Ausnahme jebed durch 4 theilbare Jahr zu 
einem Schaltjahre einfegt, fügt fich auf dem Näherungs⸗ 
bruch 3: da aber die wahre Länge des tropifchen Jah⸗ 
res 365 .242242 ift, fo ift das Sullanifche Jahr um 
‚ 0007758 zu groß, und 'die Differenz kann in 4 Jahr⸗ 
hunderten über 3 Zage ausmachen. Diefen Ueberfhuß 
auszugleichen, ließ Pabft Gregor XII. im Jahre 1582 
in. der Julianiſchen Zeitrechnung 10 Tage wmeglaflen, 
nämlih auf den 4ten Dftober d. 3. unmittelbar ben 
15ten folgen, und darauf mit Beibehaltung der Juliani⸗ 
ſchen Einſchaltung jedes durch 400 nicht theilbare Seku⸗ 
larjahr, wie 1700, 1800, 1900, 2100... . zu einem 
gemeinen Jahr perabfegen, wodurch auf je 400 Jahre 97 
Tage eingefchaltet werden, mithin die Größe eines jeden 
Jahres nach 1582 auf 355 255 age gebracht wird; 
wenn gleich der Bruch „9,7, unter den Näherungsbrüchen 
nicht vorfömmt , fo ift diefe Einſchaltung fehr leicht im 


J 


+ 


IX. Kettenbuäge, 69 


Bedächtniffe zu behalten, und daher vorzüglich, geeignet 
Irrungen in der Zeitrechnung vorzubeugen. 


72. Der fynodifhe Monat oder die Zeit zwi⸗ 


fen zwei Neu= oder Wollmonden beträgt 29 . 5305887, 
und der zwölfte Theil des Jahres 30 4368535 Tage: 
das Verhaltniß beider Zahlen, oder der Bruch = 
x— 3343352553 gibt ben Kettenbruch 

x=e1,32,1,1,2,2% 3... heflen Näberungebrüche 
Ir a3, 24, er, 168, 5917 0. find, ſchaltet man 


hier nod bie Brüche 19%, und 333 ein, fo erhält man - 


er 


u 7 ss rer <a "und 
33, Es 338, day + ++ — x. . en 

Der Bruh 335 zeigt, daß auf 228 Monate oder 
19 Jahre 235 ſynodiſche Monate kommen, der Unterfchieb 
beträgt etwa 5 Stunden. Man nennt diefe Periode, 


nach welder bie Neu⸗ und Vollmonde wieder auf die⸗ 


felben Monatstage fallen, erfunden vom Methon. 400 
Jahre vor Ch. G. den Mond eszirkel, und dieZahl 


welche anzeigt , dad wievielte ein gegebened Iahrindiefer 
Periode ift, die goldene Zahl: da das Jahr 1 un⸗ 


ferer Zeitrechnung dad zweite des Mondeszirkelö war, fo 
ergibt fi die goldene Zahl für jedes nte Jahr nach 


Gh. ©. , ‚gleich dem Keſte der Divifion von n +1 durch 


49. Hingegen heist Epakte eined Jahres die Anzahl 
Tage , welche feit dem legten Neumonde bis zum 1ten 
Zaner d. Jahres vnerfloffen find, um welche nämlich die 
Neumonde von Jahr zu Jahr früher einfallen. Da nun 
das Sonnenjahr 365.24224, und 12 fynodifche Monate, 
oder das Mondjahr 354 .36706 Tage enthält, fo iſt je- 
ned um 10.875 Tage länger als dieſes, wofür man in 
ber kirchlichen Rechnung 11 Tage nimmt, und den Mo- 
nat auf 30 Tage anfchlägt, bierauf gründet fich Die 
Regel: man multiplizive die goldene Zahl eines Jahres 


Er Giateitung. 


mit 18, und ziehe das im Produkte enthaltene Vielfache 
von 30 ab, ſo gibt der Reſt bie: Julianifſche 
Epakte. Die Gregorianiſche Epakte iſt wegen (71) 


von 1582 bis 1700 um 10, von 1700 bis 1900 um 11, 


und von 1900 bis nn um 12 Tage Heiner, als die 


Julianiſche / 


Ein Hauptwent fiber. bie Ghromsiogie, fl: .. 
Handbuch der mathematifchen und, kechuiſchen ohronlegi. 
But, Meler. Berlin 1825. Bi 

oa W vo. 
in. 

9) Bezeihnet man dieerſten Tage des Jehres mit den 7 Buchſtaben 
„Rare 6, dntıfı g u. ſ. fe. duch das ganze Jahr; fo 
peißt derln unter ihnen, af welchen der Sonntag fäut, der 
Sonntagsbuchſtabe: nun hat ein gemeines Jahr 7. 8241 





Rage, ein Schaltjahr aber 7.524 2 Tage, es endigt 


ſich alfo jebes gemeine Jatr mit demſelben Wochentage mit 
welchem es anfangt, das Schaltjahr ‚hingegen wit dem naͤchſt 
vort evgehenden VWochentage; woraus folgt, daß die Sonn⸗ 
tansbuchftaben jedes gemeine Jahr um eine Stelle, und jedes Schalt⸗ 
jahr um 2 Stellen rückwaͤrts gehen ; in dem le&teren fälle 
‚bon, ter, Schalttag nach dem 23ten Februar ein, daher äts 
dert ſich der Sonntagsbuchſtabe im Schaltjahre mit dem ?4ten 
Februar, Hiernach ſchreiten die Sonntagsbuchſtaben je A 
Sabre um 5 Etzilen zurück, welches ind 7 Jahren, 5.7 Stel⸗ 
len beträgt, d. ie je 28 Jahre fallen did Sonntagsbuchſtaben 
auf dieſelben Monatstage ein, welche Periode man den 
Sonnenzivkel nennt. Das Ite Jahr unferer Seitrech⸗ 
© nung war das 10te bes Sonnenzivrkels, vemnach findet man, 
das wievielte ein Sabhe-m ins Sonnenzirtel fei, wenn man 
‚ den Reft ber Divifion von n+ 9. durch 28 aufſucht. Schließ⸗ 
lich unterſcheidet man noch eine Periode von 15 Jahren, die 
3 Jatre vor Ch. G. ihren Anfang nimmt, und Römer: 
zinszahl KInbiktiom)- genannt’ ‚wird; man erhält fie für 
ein Jahr n nad &. G. nit dem Refte der Diviſion von 
1Fa durch 16. int c 





| X, Dfe unbeitkune Khatgtit, 71 
X. DR unbeſtimnite namen © 


| 73. Die inbefliramte: Glelchung do erſten Stabes 
ax-—by=e in ganzene Behlen une. verwandte 


| won in einen Fettenbluch und beffiie deſſen vor⸗ 

ap 8; tm) 

Ichten Mibcungih h 2 da der te „ei if, [o 
hat man 59): _.- Loy 


pP a +1 
„Br u ade vder pP = = tt d ia 


beP — ach‘ = te io das obere obet "intern, Zeigen 


Pi! 3 
‚sit, je nachdem — äin "gerader oder \ingerabe Nähe 


B__ 
ungeobeuch iſt. Begeichnet aber t ans imner für eine 
gan;e Zahl, und man führt die identifhe Gleichung 
—abt + abi 6 nie letzte Gleichung cin; fo erhäk 
—e— -b(at D—+e ‚hält man dieſe Glei⸗ 
ung gegen die vorgelegte· -fo ‚zeigt. ſich fogleich, daß 


7 ein geräber- Näerungebruß it die Werthe 


x=—ceP'—+bt, y ——gP +at, bu Giti hung 

ax — by — ce, Genüge leiſten, wenn hingegen derſelbe 
Näherungsbruch ein ungerader iſt, bie? Zeichen in ben 
Merthen von x und y geändert werben, m üllen , da aber 
t auch. .eine negative. Zah bebguten kenn, ſo folgt in 
dieſem Falle x=ch + bt, y=cR+, at; air gibt 


wenn 


Algemein die Gleihung,.,  , zn: 
— xetceP+-bt 
ax- -by=e,d die Werthe 5= =+ EBahate 62) 


Märe endlich b negativ, "fo müßte man auch P negativ ' 
nehmen, um bP in der Gleichung bP—aP'= +1 vos 


x 


‘ 


72 ne Binteitgag 


ſitiv zu maden: zugleich iſt zu exſehen, daß: die Koeffi- 
zienten a, b Feinen gemeinfchaftlichen Theiler haben dür⸗ 
fen, ber nicht auch ein Faktor weg o- wäre, und welcher 
durch die Divifion aller Glieber wegfaͤllt. Sei z. B. 
105x-43y7=17, fo hat man =108, b=43, 17 


ferner 05 —= 2, 2, 3,1, 4,.clfo >, —=2? , mithin 


?P=2, P= 9; hieraus folgt 
x=—17.9+43t= — 153 + 431, 
= -17.2-05t= —3744+ 1058. 
Die Gleichung 424 x+115y=539, gibt 1753, 4, 2, 5,7, 
daher = 12, und x= _16. 539-- 115t 
= —-864-H115t, y=59.539 —424 1 =31801— 4248. 
74. Die Steigung hy= =e brüdt offendar-die 


ꝰ eine ganze Zahl ſei: gibt 





Bedingung aus, daß — 
es nun mehrere ſolcher Saindinpen, oder daß auch 


— — “ — 
* , — ... ganze Zahlen werden ſollen; 
ſo ſuche man zuerſt denjenigen Werth x—=m-+-bt, der 
der erſten Bedingung Genüge leiſtet, ſubſtituire hierauf 
dieſen Werth in der folgenden Gleichung, und beſtimme 

bt —_c' 
ben Werth von &, der den Ausdruck ——— zu 
einem Ganzen macht, den fo gefundenen Werth von t 
fubftituire man in der Gleichung x=m-+-bt, und fee 
das Ergebniß flatt x im die dritte Gleihung, und fahre 
fo fort bis die letzte Gleichung an die Reihe kömmt, man 
erhält fo eiien‘ Wert) x—=M+Bt’, wo B die kleinſte 
Zahl bedeutet, die durch b, b’, b”’, ... theilbar ift, 
t aber was immer für eine ganze Zahl vorftelt. 3.8. 
ben Werth von x zu finden, für welchen die Brüche 








| folgende fi ic auf 8 


— — — —— — 


X. Die unbefimmte Anatytit, 78 


, —, —) Eh une Zehlen wärben? 


Die erfte Bedingung sit z=—1+%, wodurch bie 





ı oder wenn man bie ganze Zahl 2t 


wenſchaft, auf — a hieraus folgt t = +71, 


und x== 17 —* nun gibt die dritte Bedingung 


9+2 
Br 208 6 der ern, ‚ daher = —Z + 58", und 


| m — 4094-3151; es erhält man aus der vierten 
2411 


— — — — — — 


, alſo 1" = 104 162, und <=30M— 50402, 


wo 2 eine petiebige ganze Zahl vorſtellt. 


75. Die Julianiſche Periode umfaßt einen Zeitraum 
von 19.28.15= 7980 Jahren, innerhalb deffen ber 
Monds- Eonnen- und npiktionszitkel ihren Umlaufges . 
meinfchaftlich vollenden: das Jahr 1831 hat 8 im Mondes 
zirfel, 20 im Sonnenzirkel, und 4 im Indlktionszirkel, 
dad wievielte Jahr iſt ed in der Zulianifchen Periode? 
Bezeichnet t bie gefuchte Jahrszahl, und find a,b, c 
ganze Zahlen, welche ben Gleichungen BEE 
t=19a+-8= 25b+-20 = 15c +4 zugehören, ſo fin⸗ 
det man t als denjenigen Werth, welcher die Brũche 


t-8, t—20 = = 


Run wirb bie erſte Bebingung erfüllt Bund t* ide +8, für 


19u — 

. * 

eine ganze Zahl über, wenn 19u — 12 28v ift, hier- 

aus folge nah (73), = BE w-nB, v= 18 w--5Sund 
i=532w-+-160... = 


diefen Werth wird bie zweite zu 2 und gebt in 





Pe 2 VEN 77 See 
Mure alſq *ᷣloß vom ter Wiedereintreſfen des Mond⸗ | 
und Sonnenzirkeld die Rede, ſo hätte man t aus 65), 
welchet Ausdruck zeigt dag" veibe Chklen je 532 Jahre 

wiederkehren; man nenn „bigfen Seitraum, bie-Di.ony- 
fifche Petiode, in melcer os. ‚Sehr 1831 das 160te 

| 156 
\ Hifbzräbet: 6 ſoll zugkeich ut od oder Fa | 

I Kanje Zahl werben, dleß gibt. 53° w — Tbk=2-156, 

Gleichung nach (73) bie Berthe w = 3104157, 

* wenn man die Vielfachen von-15 wegläßt, 

wirt snrundiRe 86-5327 Genlige teen: = 
uhſtituirt „man a aber dieſen erh von w ‚in‘ 68), ,®ß- 


erhält man 
t = 532.15 2 + 53Q1TP 160, or t— —E — ai 64 


es iſt alfo bad gabe 1831 das sögtte | in ber Egullanifgen | 
Deiibbe, | Hama 


on "36. Be zeichdet m den” Mondszirkel, ‚8 ben Sons | 
Ä nenzietel,,; 4.ben: Indikzionezirkel eines Jahres x. nach 
" 6&h. ©... fo findet man auf einem ähnlichen Wege wenn 
man z==2 ſetzt, aus m uud 8 das zugehörige Sch, 
ler n7an te Dre 65),. hingegen 
aus m, s und . 
—2 4200 — 40641 43267 + 79807 ..66) 
wo 2*6 z3u, fetzen if, da, noch keine e ganze I Julianiſche 
Periode verfloſſen en iſt. | 
2Wir baſchliegen dia trondlogiſchen Biſtimmungen | 
mit der r ‚befannten, G gußzif— hen. Regel bie „Dfern für, 
irgend ‘ein dahr aufn fi nben. Man“ dividire die gege⸗ 
ker: —— nach einander. bie) 19, 4, Fund nenne 
‚ bie.Re jehung Sweife a,b, c: man dividire ferner 
19a P —7 ‚md neniteben Reſt d; 7 endlich di⸗ 
vidire dr P — 84 durch 7, und beſtimme der 
Refte; " fälltlĩmmer der Dferolitg den (22+d+ejten 











x, ‚Die unbeftimuis Analstik. * 


März : wo ber Ueberſchtlß Sber. den Iſten Murz im 
nächftfolgenden Monate Aprik gu nehmen iſt: Im Ju⸗ 
lianifchen Kalender, den bie Wuſſen noch imamer brauchen, 
ift m=15,n=6: im Gregsrianifchen Kalender aber 
gilt von 1582 bis 199: ma 5.22, n = A fein — 


— u RM 
1900 — 2099 4 ze 
2100 — 219  - 4 66567 
. 2200 — 22199 .. :95. .0 . 
2300 — 239 26 1 
2400 — .2499 Le 25 u. 1 


Wenn das Ergebniß_ tm "Oregpriauifchen - Kalender 
über den Pit ausfällt, fo dat man immer 7 Tage — 
abzuziehen. 0 Zr 

Beifpiele, Auf vociein Tag. sant Ofen im 
ten Jahre nach CH. G.? Man bat 

ar—bec=1, da, Ei, alfe var 

HEHE RT März. ıı £ *5 nn 

Auf. melden Tag fallt -Dftern- im Jahre 1831 
; Beifta=]7, badigeh, foren im Ilias 
niſchen Kalender d= 284 e = o, alfa ben 22 K 28= D 
März d. i. den 19ten April: "Yingegen:.ing (Gregotiani: 
fhen Kalender iſt d= 6, eı=:6,. alfo den 228-4634 
März, namlich den 3ten April :Gben fu. geben fich im 
Jahre 1931. die Julianiſchen Oſtern den BER dit 

Gregorianiſchen den Sten April. i:. 
Nach han · Oſter ſonntage Firhten ſich fm. Seiden,, —* 
dern, die beweglichen Feſie: der Sonntag 9 Wochen vor 

Oftern beit © eptwagefiime; dann folgen wid Wſtern 
die Sonntage Sexag efime} Mala qu a g efima, 
Invokavit, Remi niſszewe ili tirar e, 
Judikta, und Palmſiengt age Vierzig Tage nach 
Oſtern ift an einem Donnerflage ver Him melfahrti: 
tag, und zehn Tage nacger ver Äfingffentitig- 


N ⸗ 


KL) Einleitung 


Der nãchſte Sonntag nach Pfingſten heißt Trinitat is, 
und nach dieſem werden alle übrigen Eonntage bid zum 
Adventfonntage, ber immer zwifchen den 27ten 
November und den Iten Dezember fält, gezählt. Den 
— Dienſiag Rh Quindungefima ift Saftnaht, md den 
Tag darauf der Aſchermittwoch. — Weitere über 
Kalendereinrichtungen leſe man nach, | | 
Calendariographie oder Anleitung ale Arten Kalen⸗ 
der zu verfertigen. Von J. J. Littrow. Wien 1828. 


77, Sei x ber Reſt ‚ben eine Duadratzahl x durch 
m getheilt gibt, alfe 
eine gerade Zahl, ſo ſetze man x* m-+a, hiedurch 


3 2 2 | 2 2 

wird et I —— - 4.42 72 * ‚ba 
bad zweite. Glied. dieſes Ausbrudes von dem Vorzeichen 
der Größe a nicht abhängt, fo if der Reft der Divifion 
berfelße, man mag x—=4m-+a, oderx—= 4m —a neh: 
men; fest man baher für. x die natürlichen Zahlen 

..4, 2,3, % 3, . . ..ym, fo werden bie Re- 
fie ſobald man x— 4m :überfhritten hat, in umge: 
kehrter Ordnung wieberfehren, und .eine Periode von 
m—4 GSliedern bilden: ift aber m eine_ungerade Zahl, 
fo it 4(m +1) ein Ganzes, fest man nun 
== 4 (mi) ta, und.dem x= 4 (m—1)—a, w 


erhält man für — denfelben Reft= ı(m+ AJs-ta-taz, 


alfo gilt auch hier. baffelbe Gefetz, nur baß bie Periode 
in ihrer Mitte zwei gleiche Glieder erhält. SR endlich 
x=km+3; fo folgt eben fo | “ 


— ehem +20k+ 2: die Refte find für Zahlen «>m- 
Dsfelben, wie bei Zahlen x=a<m 


[ % e 





ein Ganzeß:, ift nun m | 


‘ 
\ 





X. Die untefiinmte Knabit, on 
3.8. Für m=15 iſt die Yerlobe 1, 4, 9, 1, 10,6, 8, 
4, 6, 10, 1, 9,4, 1: da biefe Perioden mit ben Quadrat⸗ 
zahlen die m nicht überfteigen anfangen, und von’ ber 
Mitte an ſymmetriſch fortlgufen, fo kann man fie kürzer 
fo angeben: 1, 10,6, 4 Hiernach ift folgende Tafel 
eingerichtet: 


m Periodelm Periode m Herlode 

63 15 1,10, 6,4 25 0,11,24,14, 6, 0,71, 19° 
72 16 0, 9, 4, 1,0 27 9.272,10, 0,19, 13, g, 7 
81,0 178, 2,15,13 RI 7,20, 6,23,13, 5.28,24,22 
‚90,7 18 T, 0,13,10, 9 131 25, 5,18, 2,19, 7,28, — 8 
406,5 19 6,1711, 7, 30 . 187 1227, 7,26,10 3321,11, 


115,3 20 5,16, 9, 4,1 us 
241,0 1214,15, 7,1 18/16 41  8,23,40,18,39,21, 5,32,20 
33, 12,10 22 3,14,5,20 ‚15,12, 11 10, 2,37,33,31 
ei 2,11,8,7123 2,13, 3, 18,12, 8,6143 6,21,38,14,35, 15 —33 10,41 


78. Aus der periodifchen Wiederkehr der quabratis 
ſchen Refte folgt, daß des Ausbrud —— 


Ganzes wird, wenn r eines der Glieder ber für m zuge⸗ 
hörigen Periode iſt: gefchieht diefes für einen Werth 
x—a, fo erhält man alle übrigen Werthe aus der Gleis 
dung x—km-+ a, wo k eine beliebige ganze Zahl vors 
felt. 3. B. Die Gleichung 13 y2 xꝛ 40 gibt für 

2 2— 
—* oder — * — 12 eine ganze Zahl: da in ber Pe⸗ 
tiode von m—=13, ber Reſt 12 an der Sten Stelle (von 
| Anfang gerechnet) vorkämmt , fo gibt x= 13k + 5 die 
jenigen Werthe, welche jener. Sleihung Genüge leiften. 

Eben fo erhellet, daß bie Gleichung = =17y+7 in. 
ganzen Zahlen nicht aufgelöfet werben Tann, weil 7in 

der Periode von m —=17 nit vorkömmt. Endlich lädt - 

fi) die Gleihung = — 4=12y, ba 4 unter den Re 
fen von 12 an-der 2ten und Aten Stelle erfcheint,, durch 
bie Werthe x = =12k +2, X= 12h ** aufloſen. 


—2 


| I. 





r on, 
nur bannein 








‚78: . eininitung 


Dumaach kam man auch bie Gleichung | 
mymaztkbrhec in ganzen Zahlen auflöfen: zu 
Diefeng :. Ende multiplizire man fie mit a, ſo erhält man 
ent ay= (ax + b)? - (b*. ac) ‚fi | Ä 


m 





I 





—< 
: be: 


| ſtimmt man nun bir Werthe u — kn+te, welche diefen 
Bruch zu einem Ganzen machen, und loͤßt hierauf Die 
Steihting ac--b=kn + a in Beziehung auf x, fo er- 
hält mait Diejenigen Werthe von x, welche. der vorgelegten E 


| Steigung Genüge leiſten. | 
70. Seitnun bie quabratifche Gleichung Ki OAxck 
“in elnen Kettenbruch zu verwandeln. " Die befannte Aufld- 
A 
J ſungeweie ibtx Bean A I arv? W 


—, wenn 
man bie‘ Größe ‚unter dm Burgelzeichen ber A2--A'k 
mit w bezeichnet: iſt a die größte in x enthaltene ganze | 

\ Zahl, und x, ihre Ergänzung, fo hat man 


ab u,b? -u.= d, fo folgt y=- pi 








Zur At Un A 
a I u Sa 


ſetzt man Aa =B, und multiplizirt den Zähler. 
und Nenner vonx, mitB+Y'w, fo erhält man 
_ A’ e+ V w), 
1 —B: 
menen. Bertsen von _w- und. B ‚die Größe Ä 
\w.— Ba = A'(k— Ara: + 2 Aa) = = A’B’ zur Abkürzung, Ä 
— | 


> allein es folgt aus den angenom= 





demnach wird x = 


b die größte in x, enthaltene Zahl und x, ihre Er— 
gänzung bdentet wegen 


x‘ Abt 


eben fo findet man, wenn 


B. 
und wenn man 


I. 
| 


| X. Die unehin K | 29: 


zur Abkürzung B’b nee m; und mit: CV 
)) — 
v6 





Zähler und Nenner muitlpliet, x, 


allein” w _te- vB: + und 
w—B:=A'B’, ſonach | 
w—C=#. —Ef ——R Big Ru 








x,= I wit Seat an. ben ie: x, und. x, 
atenen oh gemäß " a: 
ment =n ar 2= u 

_K-+ 1 - HM, 

Ur page ne ara 


H‘ 3 
daher dat: PO 2} ; und hier⸗ : 


aus erhält, man, wenn man bie. rationalen Glieder ein⸗ 
ander gleich fegt, bie Sleihungen: H'J' = HJ HT +W, 
mdJ--H— nH’ = 0 ; die letzte Gleichung gibt f fort: 
J=nH’—H,, und wenn man hieraus H +3 ſtatt; A 


in die erſtere ſet, wird = — und vom fo it, 


Kent), K'= ‚ oder Hierin. Ratt BR fie | 
nen Werth fubftituirt , wird 
w — Er 





+2uI-m jr Hu! nk d. i. 








K'— 

er 
—H' 4 n (I _.K), mar wird- alfo aus zwei Ergän- 

H „ 

zungen nu Au oie näöftfol a 

ableiten ,. wenn man x ‚und K’ mittelſt ber: eignen 

beflimmt, Ä 

Kend-], Keitnd- "Ryan... 67). 





ui 





Vereinigt man mm bie für t, x, , x, “20 Xnı Xp. ge⸗ 


u perungebrühe bebeuten, nd x —=p +2 ⸗2222 i 


und bemerkt dag MN-MN- + Lift, fo erhält man 


80 — Cintettaang. 





fundenen Ausbrüde ‚ fo erhält man aus 55) 





gefegt wird, fo hat man nach 58) 


,‚Nz+M _NJ+-YV w+-MJ : 
Sm — a es iſt abet auch 
2 ET, per AU w _NO+FVYw)+MYV 
A‘ NdJ + VW) +M'y 

Diefe — gibt, wenn man die rationalen Theile 








einander gleich ſetzt: 
-TIAN— AN) =I (AM — AM) + Now, und 
IN = AN — AN — JM‘, fubftituirt man aber den Werth 
von J aus der zweiten‘ dieſer Steihungen in die erfte, | 





den Ausdruc (a N — AN N w HA, fegt mar 
hierin ſtatt w den Werth Me 4. A K, und dividirt durch 


gängig mit AN: , fo ergibt ſich: 
Rz) — (g)-k=ty ... 68) 


In Jein gesaber Näperungsbrnch, alfo MN—MN'=-4-1; 


fo DB >x(66), daher erhäit bie Gleichung 


Az? — 4—Ao für dieſen Werth von x einen 


poſitiven Werth, folglich ift I’ pofitiv : wofern aber derfelbe 
ram: ein ungeraber ift, alfo M'N—MN’— — 1, 


1 


u. b 
ee 
F [1 








- 


X. Die unbeftimmte Analytik. si 


‚ 
fo tft nn mit dem unteren Seichen zu nehmen, mithin 
wird I’ abermahld poſitiv, wenn nur das lieb links. 
des Gleichheitszeichens negativ ift: zerfällt ‚man jedoch | 
die quabratifche Gleichung in die Faktoren (x r) (x —r’), 
fo bleibt ihe Produkt pofitiv, fo oft beide Wurzeln x x 
und r’ größer find ald der Näherungsbruch, und dann fällt 
I negativ aus; die Nenner ber Ergänzungen 
find daher immer pofitiv, außer wenn bie 
ungeraben Näherungsbrüche Eleiner find 
alö jede der zwei Wurzeln 


81. Sobald ſich alfo die Naͤherungsbrüche ber Wur⸗ 
zeln einer quadratifchen Gleichung fo weit genähert ha⸗ 
| ben, daß biefe zwifchen zwei auf. einander folgende 
Räberungsbräche nicht zugleich fallen, fd werben die, 
' Nenner ber Ergänzungen von da an, und bei allen fol⸗ 
genden Ergänzungen ſtets poſitiv. Iſt aber der Nenner 
3 einer Ergänzung negativ, fo muß ed auch der Zähler 
, I+WWw fein, und da jede Ergänzung — iſt, ſo 
folgt ber Zähler ſolcher Ergänzungen 3 >V ws; ferner 
gibt die Gleichung HIV’ = w — 32 zu erkennen, dag H’ 3’ 
und J? Beiner find ald w, das ift: es find die Mennee 
. aller übrigen Ergänzungen Heiner al w, während ihre 
. Zähler Peiner find als 1 w :.andererfeitg hat man aus 67) 
I+K=nJ, alfo 7 < I+K<2Vw Da alfe fo: 
wohl die Zähler H,J,K. .. als auch die Nenner 
H,J,K'... ſtets pofitive ganze Zahlen bedeuten, und 
dabei innerhalb beftimmter Grenzen enthalten find, fo 
müffen fie früher oder fpäter wieberfehren, und in 
derfelben Ordnung wieder auf einander folgen, es bilden _ 
alfo die ohne Ende fortlaufenden Ergänzungen von irgend 
einem &liede an, eine Periode, Wir werden den 
Kufit's Analyſis. 6 


* 





/ 





halt mn x, = 


82 » ‚Sinteitung 


periodifchen Theil eines Keitenbruches in Klammern ein⸗ 

ſchließen, um ihn von den nicht wiederkehrenden Gliedern 

zu unterſcheiden, hiedurch entſteht 
s=a,b,c...1i(m, n, p, +1)... 00) . 


52, Die Pleinere Wurzel der quadratifchen Gleis 





A— . 33 
chung anlangend, hat manx = >, iſt a’ diem 
x enthaltene ganze Zahl, fo folgt 

— — ſetzt man A--Ara'—B,, und 
— Zähler und Nenner mit B,+Vw, fo er 
a w) 
B, 2 __ 
(79) beweifen, dag A Fr ein $aftor von B,? —w weg- 
B 
fäaͤllt, wodurch x, die Form —— erhält; es gel⸗ 
1 
ten alſo von biefer alle über jene Wurzel abgeleiteten 
Schlüße, mit dem Unterſchiede, daß die den deriodiſchen 
Theil des Kettenbruches bildenden Glieder: m,n,p. 
in umgekehrter Ordnung zum Vorſchein kommen: man 
erhält ſonach für die Eleinere Wurzel einen Ausdruck 
J xXxa“ ‚bB’,c,...(,...p,n, m) 
"Sei z. B. — — 319x431 o: da. ber Koeffi- 
zient von x ungerade ift, fo multiplizire man Die Glei⸗ 
hung mit 2, und man erhält 


‚ und man Tann wie in 


er 


A'=118, A=319, K=—862, A®—=101751, A/K=— 101716, 





alfo w=45, hieraus =, - 2-+-, ferner 

B=—83, B—=—58, mithin x, VE u; | 

bie folgenden Ergänzungen findet man nun mittelſt ber 
V45 +25 


Gleichung 67), nämlich: ,s— = 34 
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46 4 6 / 1645 . 
| UB+5_ 5. 3 daher iftix— 2,1,3 (5,1). ' 
| 1,= 2 =5-, u. ſ. f.; daher iſt x ⸗ ‚3, (5, ). 
Die kleinere Wurzel gibt x— di =2-+, 
V45483 _ V3S=-%3_,, V45-+15 


Ver ar, Un +3 _ 1-4, da diefe Ergän- 
sung bei der erften Wurzel, bereit vorkömmt, ſo bricht 
hier die Rechnung ab, und man hat x=2,1,1,1,4(1,5). 
Eben fo findet man die Wurzeln der Sleihung 
22? 14x +17=0,x=5(2,3), und x— 1,1,1 (3,2) : 
die Wurzeln der Gleichtirig 
1801 x? — 3991 x--2211=0,x=1,9, 8 (1,4,5), 
undx=1,9,2,2(5,1, 1). 
83. Hieraus ergibt fich die. Auflöfung der unbe: 
ſtimmten Gleihung des zweiten Grabes | 
| 32° +2byz-H-cy2=M, in ganzen Zahlen, wenn b2 — ao 
poſitiv und Feine Quabratzahl iſt? denn ſetzt man | 
=A,b=—A,c=—k, und M=J; ſo erhält 
man A’z? — 2Ayz--ky?=J, Entwidelt man abır 
die größere Wurzel der Gleichung A'x: —2Ax—kin 


, N n 0 
einen Kettenbruh, und bezeichnet mit x, ven Nähcrungs« 


* J " ! | 
bruch, welcher der. Ergänzung — vorangeht, ſo 
findet nach 68) die Bedingungsgleichurig Statt: 

AN — ZANN — IN" + 3°, welche mit der gede- 


benen verglichen, die Werthe z=N, y=N‘ gibt, fobald 
die Vorzeichen der Größe J‘ in beiden Gleichungen über— 
ap: | 





B4 Einleitung. 


einflimmen , d. i. wenn J* pofitiv , und ber Näherungs⸗ 
bruch deflen Ergänzung den Nenner I’ enthält, ein ge= 
raber ift, oder aber I’ negativ, und der Näherungsbruch 


ein ungeraber iſt: das Gegentheil hat bei der Fleineren 


Wurzel Statt. Findet ſich die Ergänzung mit dem Nen- 
ner J in dem periodiſchen Theile de3 Kettenbruches, fo 
erhält man dann eine beliebigeAnzahl von Auflöfungen.3.3. 
Sei 222 —14yz-+-17y? =5: ſucht man die Bleinere 
Wurzel von 2x? — 14x +17=0o, fo ergibt ſich der 
Renner von x, gleid 5, mithin liefert der Näherungs⸗ 
bruch 1 die Auflöfung jener Gleihyunzv—=1, y= 1. 
Wäre hingegen das zweite Glied der Gleichung — 3, ſo 
fände man bei der größeren Wurzel alle geraden Ergän- 
zungen mit dem Nenner 3, mithin geben alle ungeraden 
Näherungsbrühe 2, 2*, 23° ... biezugehörigen Wer⸗ 
the von z und y, daher gilt für z, 5, 385,299, . . für 
y, 1, 7,55, .. .: bei ber Fleineren Wurzel geben, 
aus gleichem Stunde bie geraden Näherungsbrüche 

Be, 112,88, .. eine zweite Reihe von Auflöfungen 
perfelben Gleichung. 


84. Da die Näherungsbrüche aus Primzahlen unter fich 
beftehen, ‘fo erhält man hiedurch Feinen derjenigen Werthe 
für 2 und y, bie einen gemeinfhaftlichen Faktor haben. 
Sft aber z=qgz’, y=gy', fo gibt obige Gleichung 
q? (az -+2bz’y’--cey' 9* = M, und es muß Mdurch q⸗ 
theilbar fein, ſezt man alfoM=q? M’, (und dividirt bei- 


derſeits mit qẽ, fo folgt: az’ 4 2bz'y/--cey'=M eine 
Gleichung, die der vorgelegten ähnlich ifl. So oft alfo 
M ein PBielfaches einer Quadratzahl ift, Tann man 
noch Auflöfungen finden, welde die Wurzel berfelben 
zum gemeinſchaftlichen Faktor haben. Auf dicfe Art ge: 
ftattet die Gleihung 2° + 22y—5y°=9I feine Auf: 
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löfungen, die Primzahlen unter fi find, allein loͤſet man | 
die Gleichung ZU + 2zy' —5y’ "1 nach (83) auf, 


fo findet man die Näherungsbrüche \ 1, 3, 33, 3 2 . .* 

welche ihr Genüge leiſten, mithin geben ihre Produkte 

mit 3 die geſuchten Werthe von 

2:3,9,87,861,...; y: 0,6,60,59,..« 
85. Wenn in der vorgelegten Gleichung 


az? +2byz-+cy?=M, tie Größe M nicht Meiner . 
ft als 2 w, ober, weil w=A®--A’k(79) und 


mit Rüdjicht auf die in (83) gemachten Borausfegungen 
w==b?—.ac ift, mithin M nicht Heiner ift ald2]/ (b®—ac) 5 
fo wird man unter den Nennern ber Ergänzungen bie 
Größe M nie antreffen: ift aber £ ein Faktor von M, 
namlich M= FM’, q irgend eine ganze Zahl, fo fee 
man y=qz-+-fy’; ſucht man nun nad) (78) die Werthe 


a2 a+2bgq+eqg? 
fe 


von q, welche zu einem Ganzen ma⸗ 


chen, und bezeichnet daſſelbe mit A, und eben fo b-H-cq 
mit B, ef mit C, fo erhält man eine Gleichung 


Az?+-2Byz+C y =M’, in welcher M’ kleiner fein 
kann als 2Y (B? —-AC), und nad (83) aufgelöfet wird. 


3. B. Die Gleihung 662° — 18 y2-+y?=34, gibt 


f= 17, und q = 2, oder 15, demnach ifty=17y'-+2z, 


oder — 174 162, endlich die trandformirte Gleihung : 


222 + 14y'z +17 y'=2, welder die Werthe 


ı=1, 11, 87,...3,25, . . . und. beziehungöweife 


y=2,56, 446... 40, 322, ... umd aud 
y=16, 142, 1120, ... 14, 128, . . . Genüge leiften, 
86. Wenn in der vorgelegten Gleichung | 


- . 


az2 +2 byz-+-cy?=M, die Größe he — ac pofitiv und | 


eine Quadratzahl =k° ift, fo mulfiplizire man ſie mit 
a, und zerlege das Glied links des Gleichheitszeichens in 


- 


86  &inteitung 


Faktoren, man erhält fü 

[az + y(b+k)][az+y(b—k)]=aM: find nun p, q 
Zahlen deren Produft aM ift, fo folgt durch Verglei— 
Yung p=a2+y(b+k),gq=ez+y(b—k), alfo 
y 17. 4 „IHN, Zerfält man Daher 
aM auf ide mögliche Weife in zmei Faktoren, find fub- 
ftituiet biefelben nach und nach ſtatt p und q, fo werden 
Diejenigen unter ihnen, melde y und z zu ganzen Zabs 
len machen, bie gefuchten Werthe fein, 

Sftaberb? — acnegativ— —k, fo gibt die Gleichung 

(az + by)’ -ky?=aM, oder für u=saz-+by, 
bad Refultat u > ky? = aM; aus welchem fi a 
ergibt, wenn man nad) und nad) y gleih 0,1,2,3 ... 
fein läßt, und unter dieſen diejenigen Werthe beibehält, 
für welche am —ky? ein vollftändiges Quadrat iſt: 
mittelſt der fo beftimmten Werthe von yund u, gibt 
bann die Sleihungu= aa by die Werthe von z, 

Iſt endlih b?—a0o=o, fo folgt aus der Glei— 
Kung fofort (aa+by) =aM=g?, mithin ergeben 
fih die Werthe von z und y aus ber einfacheren Glei- 
chung aa +-hy=g. 

"Beifpiele, Die Gleichung 432-418 y2-+14y2=76 
gibt a=4, c=14, b=9,b —ac—2%, k=5,aM—=304, 
deſſen Faktorenpaare find: 2.152,8.38,4. 76, 1.304, 
unter denen die beiden erflen y=15 und 3, z= 53 und 
1 geben, Sei ferne 32 — 22y+7y?=27, oder 
(32 —y)? +20 y?= 81: die Werthe , welche 
81—20y?=u? zu einem Quadrat machen, find y=o, 
und 2, für welhe u=9 und 1,2=3 und { wird. 

87, Bei Verwandlung einer reinen quadratifchen 
Gleichung x? —=k in einen Kettenbruch laffen fich die 
ohne Ende fortlaufenden Ergänzungen nach bemfelben Ge— 


\ 





I, 
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fege ableiten wie (79), nur deß bei der ‚erften Ergan: 
ut, fiatt A, A’, w beiehungemife 0,1, k 


zu “ ift, wodurch diefelbe in V- übergeht. - Seien 


L H+Vk 
1’ Mm M zwei Näherungsbrüche und — =ı die 
dem leßteren zugehörige Ergänzung, fo ift nach 57% 
\  M=+L MYk+MH+LW . | 
= mb MVkHMHHLH U kı fegt man 
diie irrationalen Glieder einander gleich, fo folgt 
| IH‘ 


M 
M= MEHL H’, und hieraus H= wm’ aber 





- us beſteht aus der an a und irgend einem Bruche 


' M | 
HM 
—) nämlich m =a * , mithin ifta— H= ms 
= da U’ <M ; fo ft a— H<H, 
Es bilde V k den periodifchen Kettenbrud) 
Yk=a,b,...l, min... .t, m,n.:ı,m.. 
man bezeichne bie den Diviforen 1,m, ...t,m:.. 


| LM TM 
| zugehörigen Näberungsbrüche mit — Det m M, je. 


tr’ 
= — x= * ‚fo hat man den Glei— 
chungen 67) gemäß: 
k—H”=GH, und ah k— H = RM, alfo G'=#', 
fenee H=1G'’—G, und ud H=tR'—R, folglid) 
1—t1)G6’=G—R: allein gleihwie a— H<HT, fo 
faul a— G<G’, und a—R<R', mithin .. 
G— R<# —G’= 0) ba aber G—R eine ganze Zahl“ 





und die Ergänzungen mitx,, x mie x X ‚und ed fi 


ve 


88 | Eintettung, 


Add G' beträgt, fo muß auch I—t=o,ovdel=t | 
\ fein: eben fo folgt daß die den ‚Größen 1 und t vorans 
‚gehenden Diviforen einander gleich find, fo zwar, Daß 
. bei der Verwandlung von / k in einen Kettenbruch, mit 
Ausnahme der erflen ganzen Zahl a, fämmtliche Diviforen 
b,c, d... eine Periode bilden; man hat. daher 
Vk=a(b, ce, d, ... I) 
88. Damit auf den Divifor 1 wieder b folgen, 
und bie Perigde fich wiederholen kann, müffen bie Ergän- 
zungen a und 1 einander gleich werden, daher 
1 1 . . » 
Vera namlich z=l—a--/k fein: bezeichnet 
L | 
‚man mit I, den Näherungsbruch, welcher vor z,ttebt, und 
mit 2 die zugehörige Ergänzung , fo ifl nach N 
_Tz+rJ  LVk+Ll—a)+J, 
, Vh= Lz+J "IL 7 TAE a)+ Je’ jest man bie 
irrationalen Ge dieſes Ausbrud$ einander gleich; fo 


folgt hieraus 2 „= =1-a+7, 73 und weil J’'<L if, 


fo bedeutet La die größte in pn ; enthaltene ganze Zahl: 


allein dieſe iſt =a, mithin * man I—a=a, oder 
l= 206 das legte Glied der Periode füryk 
ift immer 2a, 


89. Da in dem Kettenbruche für V k, die Divis 
frenb,c,d...h,i,1, und ihre Ergänzungen 
B+VYkC+HVk FıVkG+Yk 
B‘ _ G —22 ® 7751 i 
diſch wieberfehren, fo ifl, wenn man bie bisherige Be: 
zeichnung beibehält/,h=m, c=n, ...1=2a, ferne 
B=H, '=#W, =], =‘ U. ſ. f. Es iſt aber 


perio⸗ 


— 
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nh_(79) A=0, Al= 1, B=a,B=k—a®, und 
nad den Gleichungen 67) iſt 
G=Bb—B, C=41+b(B-0), weh 
H=16'-6,#=F+1(G—H),J=mH—H, 
’=G' +m (HD): bie legte Gleichung gibt 
G=1'—-mH— = —b(B—0)=1, und für die- 
fen Berth von G’ folgt H=1—-G=2a—G, aber es 
ftH=B=a, mithin auch G=a=B; fonad hat die 
| dem Enpgliede einer Periode zugehörige 
' Ergänzung 4 zum Nenner. Megen G=H, folgt 
H=F=BP, undeben ſo E'=C/, alſo 
; k-PB=-FE=-BC—-k—C?, mithin C=F, und 
mittelft diefer Werthe von F' und E erhält man aus der 
Gleichung G=iF!—F,i=b, und auf gleiche Weife 
h=c,u. fs fe Daher bilden bie Negner der 
Ergänzungen und die Diviſoren einer Pe— 
riode des für kausfallenden Kettenbru: 
bes, vonihrem vorlesten Öliedean, hin 
gegen die Zähler der Ergänzungen non 
ihrem legten Gliede an, eine ſymetriſche 
Reihe, ober es ift 
Vhk=alb,c,d,...d,c,b,2a)...70) 
Siz,.B8.k=19, pitx=Y19=4+, 











19 19 +2 19-+3 
„lt, z, _V 5 —1,x = J, 
V19+3 V19-+2 N „Veen 
= 5 =1,x =>, 6 1 


alfo Y 19=4, (2, 1, 3, 1, 2%, 8): eben fo Ande man _ 
V6G17, (1, 4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4,1, 19). 

90. Folgende Tafel gibt die Perioden von [7 k für 
ale Werthe von k unter 81. Die nicht eingeklammer⸗ 
ten Zahlen bedeuten halbe Perioden, wobei ein Komma 
vorkömmt, wenn ſich das mittlere Glied wiederholt. 


90 Einleitung. 








k Per. |* Der. | k Periode kPeriode | k Periode | k Periode 
9 (2,147 (8)|39 (2.10) 1431.1.3.1.5 |56(2.14) [693.3.1.4 
3 (1.2218 (4.8) 31 1.1.3.5 [44 1.1.2 571.1.4 [702.12 
5 (4)1192.1.332 1.1 15122 458114, 7122. 1.7 
6 (2.4) |20(2.8) 33 1.2 |461.3.1.1.2.659 1.2.7 |72C2.16) 
11 1211.1.234 14° 474.5,1.19) 601.2 731.1.5, 
8 (1.4) 22 12.4 35 (1.10) |48 (1.19) 611.4.3.1.2,|741.1, Ä 
10° (6)123 1.3 |37 (12) |50 (14) 6216 511 4 
11(3.6)|24(1 8)/38 (6.12) |öt (7.14) 1631.19) 1761.2.1.1.5% 
12 (2.6)|26 (10),33 (4.12) |52 4.1.2 65 (16) 77132 
43 1.1,|27(5.10)'40 (3.12) 153 3.1 66 (8.16)  |78(1.4.1.16): 
14 1.2 |28 3.2 ji 2.2.19|542.1.6 [67 5.2.1.1,7 79(1.7.1.16) 
15 1,9129 2,1192 (2, 12) 5522 68 (4.16) 1!80C1.16) 





N 91. Sebt man in 68) —E 0, a=1, fo erhält 


man N — kN — + 3’: vergleicht man biefen Ausdrud 
mit der Gleihung 2? — ky?=M, fo folgtz=N,y=N', 
wenn die Zahlen J’ und M der Größe und dem Vorzeichen 
nad) übereinftimmen. Für M=+1, ift J‘ der Nenner der 
dem Endgliede der Periode zugehötenden Ergänzung: 
wenn alfp die Periode eine gerade Anzahl Glieder ent- 
halt, fo Liefert jede berfelben im Falle des oberen Zei- 
chens eine Auflöſung, im entgegengefegten alle gibt 'es 
feine ganzen Zahlen, welche der Gleichung Genüge lei- 
fien: wofern aber die Periode eine ungerade Anzahl Glie- 
der hat, fo geben die Näherungöbrüche, welche vor dem 
Endgliede der erſten, dritten, fünften, ... Periode ein- 
fallen, die Auflöfungen der Gleichung 2? — kp? =—1, 
hingegen beftimmen diejenigen Näherungsbrüche, welde 
vor dem Endgliede jeder geraden Periode zu flehen kom— 
men, die Auflöfungen der Gleihung 2 —ky?=—h1.. 
3.8 2 —14y = +1 gibt V 14=3 (1, 2,1, 6), 
und bie Stäherungöbrühe 4, 1. 432, 13335, . 
liefern die Werthe von zZ und y, welche ber Steichung 
2?—14y’ =-+1 Genüge leiten. Eben fo findet 
man für 2 — 3y?=-+1, V13=3(1,1,1,1,6), 
und die vor dem Endgliede der auf einander. folgenden 


! 
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Perioden einfallenden Räherungsbrüde find 3, 18, 2, 
22782, 0... mithin gilt für 
2 — 137 =+1,2=1,649,...y=0,180,.,. 
hingegen fürz°—13y?=—1,2z=18,23382, ... y=5,6485,.. 
©. Anmerf. d. Die weitere Ausführung vorftes 
bender Lehren findet man in den zwei Haffifchen Werken: 
Disquisitiones arithmetigae, Aut, C. F. Gauss. Lipsiae 
1801, und Essai sur la theorie des nombres, Par A. ' 
M. Legendre, Paris 1808, 


XI. Elimination der Gleichungen. 


92. Es ſeien die Gleichungen des erſten Grades zwi⸗ 
ſchen den unbekannten Größen x und y gegeben: 
 ıx+by=k,ax-+b,y=k,, man folf eine berfel-. 
bin aus dieſen Gleichungen wegfchaffen, fo heißt das . 
Berfahren die Elimination. Dan multinlizire bie 
erfte Gleihung mit b,, bie andere mit b, und ziehe 
die Produkte von einander ab, fo heben fich die mit y - 
afizirten Glieder auf, und man erhält 
abz—ab,x=bk, —b,k: und eben fo folgt, wenn 
man bie erfle Gleichung mit a, , die andere mit a muls 
tiplizirt, und die Produfte von einander abziehet, 
a,by—ab,y=a,k—ak,: man ficht, daß das eine 
Ecrgebniß aus dem andern abgeleitet werben kann, wenn 

man nur y ſtatt x, und zugleich a, a, ftatt —h, —b, 

fest. Man hat alfo aus den Gleichungen 
x-by=k _bk, —b,k . a,k—ak, 
u pr= a,b—ah, y=, ‚bzab, j 

93. Um aus den Gleihungens ax -+ by -Hez—k 

zwei der unbekannten Srößenx,y,z a,x+h,y-+e, ak, 
zu efiminiren; multiplizire man a,x-+b,y-+t, uk, 
die beiden erften mit den willführlichen Größen q, q,, 





.. 79 
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und siehe von der Summe diefer Drobufte, die dritte 
Gl ichung ab: man erhält leicht, 
“ira, )x+ (bq-+b,q,—b,) y+ (oq-+e, cr 
=kgqa+kq,—k. 
Wehlt man nung, q, fo, daß hiedurch zwei Der zu be= 
ftimmenden Größen z. B. y und z aus der Gleihung 
wegfallen, welches geichieht, wenn man 
bgrbqu,=b,,eq reg, >=; ſetzt; fo erhaͤlt man 
.. 2 kga+kg, —k, 3 
ſogleich x = Aus den vorletzten Glei 
chungen findet man aber nach (92) 
b,e,—b,;c, b,c—bec, 
| I= b,e—be, ’ 4 = b,c—be,’ 
man bemerke num, daß ber Zähler von x aus dem Nen- 
ner’ abgeleitet werden kann, fobald man an die Stelle 
von a, a,, a,, beziehungsweife k, k, , k, febt; man | 
braucht alfo die gefundenen Werthe von q, q, nur im 
Nenner von x zu fubftituiren, und durch Vertauſchung 
bed Buchftaben a mit k den Zähler hieraus zu beflimmen. 
' , c,—b a. (b. c—bc 
Nun iſt ag +0,g,—%, „eb 6, The, — | —* * 
oder wenn man dieſen Nenner mit N bezeichnet, 
N=a(b,e,—b,c,)+a, (b,e—he,) +a, (be, —b;c), 
namlich 
N=ab,c, —ab,c, —a,be,-Fa,b,c+a,be, —a,b,c... 72) 
bei bdiefer “Unordnung folgen die Buchflaben in jedem 
Gliede alphabetifch auf einander, und wenn man die uns 
ten angefchriebenen Zahlen (Indizes) vergleicht, und bei 
jenen Buchſtaben, wo Beine folhe Zahl fleht, O zum 
- Inder annimmt, fo erfieht man leicht, daß die Indizes 
gut geordnete Werfegungen (13) aus den Elementen 
0, 1, 2 bilden: endlich erfcheinen die Glieder paarweiſe 
mit demſelben Zeichen behaftet. 


\ XI. Elimination ber Gleichungen, 3 


94. Die Koeffizienten von x, y, und z entftchen 
aus einander durch Vertauſchung der Buchſtaben a,b, c: 
weil aber 'hieburch der Nenner N, wie man fi) aud 77) 
überzeugen Tann, jedesmahl fein Vorzeichen ändern würbe, 
fo wird man aus dem gefundenen Ausdrucke von x, die 
Werthe von y und 2 ſchicklicher ableiten, wenn man im 
erfteren an die Stelle von a, a,, a, beziehungsweife 
—b, —b,,—b,, fine —c, —c,, —c,, und umge: 
fehrt fest, wobei ber Ausdruck N als gemeinfchaftlicher 
Renner ungeändert bleidt. . Sleihwie aber ber Zähler 
von x aus dem Nenner N entfteht, wenn man k flatt a 
fest: eben fo ergibt fich der Zähler von y und von 2, ins 
dem man kſtatt b, c beziehungsweife fubftituirt. Hiernach 
geben obige Gleichungen | 
Nz=kb,e,—hb,c, —k, be,-+k,b,c+k,be —k,b, c 
| N= ak,c,—ak,c, —a,ke,-ta,k,c-+a,ke, —a,k,c} .73) 
Nz = ab,k,—ab,k, —a,bk,-Fa,b,k-a,bk —a,b, k 
| 95. Wendet mar das hier Gefagte auf Gleichun- 

gen mit vier unbefannten Größen an, fo ergibt fich aus 

den Gleichungen: u 

at + br-+cy+dz=k 2 der gemeinfchaftliche Nenner 
att+b,xte,y+d,z=k,( N, wenn man im Beifpiele 
a,t+b,xrc,yrd,z=k,f (13) die um eine Einheit ver: 
at+b,x+e,yt+d,z=k,) minderten Elemente zu In: 
dized nimmt 
N\= ab,c,d, —ab,.c,d, —ab,c.d, -Hab,c,d, +ab,c,d, 
—ab,c,d, —a,be,d, +a,be,d, -+a,b,cd,—a, b,c,d' 
—a,b,cd, + a,b,c,d + a,be,d, —a,be,d,—a,b,ed, 
-}a,b,c,d’+a,b,cd, —a,b,c,d—a,be,d,-Ha,bc.d, 
+a,b,cd, —a,b,e.d—a,b,cd, -+a,b,c,d,... .74) 
Bezeichnet man die Ausdrüde in welche fi) N verwan- 
delt, je nachdem man ſaͤmmtliche a, oder b, oder c, 
oder d in k umändert, durch A, B, C, D; ſo hat man 
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Einen allgemeinen Beweis dieſes Satzes findet man in 

3. V. 209. 
| 96. Man nennt eine Gleichung in Beziehung auf 
eine der in ihr enthaltenen unbekannten Größen geor d— 
net, wenn die höchſte Potenz derſelben ohne Koeffizienten, 
und mit dem poſitiven Zeichen im erſten Gliede erſcheint, 
und die folgenden Glieder die ſtuffenweiſe niedrigeren 
Potenzen enthalten. Eine geordnete Gleichung mit einer 

‚unbetannten Größe heißt des mten Grades, wenn 
das erfte Glied derfelben die mte Potenz der unbefann- 
ten. Größe enthält: - bei Gleihungen mit zweien oder 
- mehreren unbefannten Größen, beurtbeilt man den Grad 
nach der. größten Summe der Erponenten fämmtlicher 
unbekannten Größen in einem Gliede. 


Um aus zwei geordneten Gleichungen eined beliebi= 
gen Grades zwifchen zwei unbekannten Größen, die cine 
berfelben zu eliminiren, multiplizire man eine der beiden 
Gleichungen, bei ungleichen Graden die niedrigere, mit 
einem Faktor, woburch ihre erflen Glieder einander gleich 
würden; ziehe hierauf die Produkte von einander ab, fo 
erhält man eine Gleihung von einem’ niedrigeren Grade, 
als die höchfle der beiden gegebenen Gleichungen: ber= 
wandelt man nun die andere berfelben in eine Gleichung 
mit demfelben Anfangögliebe als das letzte Ergebniß hat, 
fo läßt fich aus diefen zwei Gleichungen dad Unfangöglied 
wegſchaffen, und man erhält eine Gleihung von einem 
noch niedrigeren Grade zum Refultat. Fährt man fo 
fort, fo gelangt man zulegt auf eine Gleichung in wel- 
cher die Unbekannte gar nicht mehr vorkömmt. 


3.8. Um aus den Sleihungenx? +2y: xöxy-H=o... (a), 
x? —15xy * 15y -- 3= — q 22 (B), x weg zu Ihaffen, muls 





XI. Elimination der Gleichungen. 95 


tiplizire man (b) mit x, und ziehe fie von (a) ab, fo 
folgt 15x?y+(2y2 — y—3)x+1= 0... (0: 
multiplizirt man nun (b) mit 15 y, und ziehet biefest von. 
(c) ab, fo erhält man, 
(227 y? — By—3)x— 19 y? —45y-+1 =0...(d), 
multiplizirt man endlich dieſe mit x, und (b) mit - 
2273? — 18y—3, und nimmt den Unterfchied der Pro- 
dufte, fo gibt Dad Ergebniß nur noch eine Gleichung des 
erſten Grades, welche mit (d) verbunden eine Gleichung | 
Ä liefert „-in welcher Fein x mehr vorhanden iſt. 


y. 


AN 


m 
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Erſtes Bug, 





J Methode det unbeſtimmten Koeffizienten. 
1. Formen der Funktionen. 


97. Größen, welche ſo von einander abhängen, da 
mit der Veränderung einer derfelben, aucd die übrigen 


eine Veränderung erleiden, heißen Funktionen von 
einander. Die Abhängigkeit veränderlicyer Größen von 


einander läßt fi) durch eine Gleichung zwifchen dieſen 


und anderen beſtimmten Größen ausdrücken. So erhellet 
aus ber Gleichung y=ax 4 thx? -Fc), wie y von 


Größe x ein beftimmter Werth zugetheilt wird. Diein einer 











“x abhängt, welchen Werth nämlich y erhält, wenn ber 


Sleihung vorkommenden beflimmten Größen nennt man 


beftändige ober fonftante Größen, und bezeichnet 
ſie mit den erften Buchftaben des Alphabets, während bie 
veränderlichen Größen mit den letzten Buäfiaben ange: 
‚deutet werden. | 

98. Wil man ganz allgemein anzeigen, daß y y eine | 
Funktion von x ift, fo feßt man der leßteren Größe dad 
Zeichen F, we F,gp,y u. f. w. vorn Im obigen Bei- | 





fpiele, wäre y=fx, aber x ift eine andere Zunktion 
von y, nämlichz = Fy, endlich ift die auf Null redu⸗ 


gen, dieß gibt ꝙ (x, y)=0. Ertheilt man ber verän⸗ 


derlihen Größe x einer Funktion /xX, einen beftimmten | 


\ 


7 


zirte Gleihung eine Funktion beider veränderlichen Grö- 





ur 6 
I. Formen ber Funktionen. N 


Berth a, fo wird der hieraus enuferingenbe Werth der. 

Funktion durch fa angebentel ‚StB 
c—bx .. —ık : _c%*k1 1 

J- — f a 














— , und 


e 
— Iſt ferner y-Rh= es, fo iſt 
F(00)- 3, F1O0%)=—1, P=ı. 

I 99. Die Funktionen unterſcheiden ſich in zwei Haupt⸗ 
gattungen, nämlich in algebraiſche, und in trans: 
cendente. Man nennt eine Funktion algebraifch, 
wenn die veränderliche Größe derfelben nut in arithmetia 
(den Verbindungen vorkommt, alfo ald Theil einer 
Summe oder Differenz, ald Faktor im Nenner eines 
Bude, ald Wurzel einer Potenz, oder unter einem 


Wurzelzeichen. ' Erfcheint fie aber in nicht algebraifchen 


Verbindungen etwa in einem goniometrifchen Ausdrude, 
als Sinus, Kofinus‘, Kreisbogen, ferner als Logarithme, 
oder als Erponent einer- Potenz, fo heißt die Funktion 
eine transcendente. Es verfteht fi übrigens von felbft, 
daß die Verbindungen, in welchen die beflänbigen Groͤ— 
fen vorfommen , auf die Gattung der Zunftion, keinen 
Einfluß wöen So find die Sunktionen 


sr V (ax®—b), y= x sin a— oe b 
algebraiſch , dagegen bie Funktionen 


y=alog.x, JI a sin x, y * €” transcendent. 
100. Unter den algebraifchen Funktionen unterſcheidet 
man erſtlich 3 verſchiedene Arten von Funktionen, und 
zwar: ganze rationale, in welchen die veränder⸗ 
liche Größe, weber im Nenner eines Bruches noch unter 
einem MWurzelzeichen enthalten, und auch mit Feinem nes 
. gtiden oder gebrochenen Erponenten verfehen ift: 9er 
brochene rationale wenn bie Veränderliche weder 

Kuliks Analyſis. 7 | 


» 
- 





t u on 
WB Meethode dee unbeflimmten Koeffizienten. 


unter einem WBurzeßzeichen vorkommt , noch einen gebro⸗ 
chenen Erponenten enthält, endlich irrationale wenn 
- die Veränderliche entweder mit einem Wurzelzeihen bes 
haftet ift,, ober aber gebrochene Erponenten enthält. } | 


401. Man unterſcheidet ferner die algebraifchen | 
Sunktionen in einförmige (eindeutige) und in viel 
förmige, (vielbeutige). Wenn für cinen beliebigen 
Werth der veränderlichen Größe die Funktion bloß einen 
beſtimmten Werth erhält, fo heißt fie einförmig: woferit | 
aber bei der Beſtimmung der in einer Funktion vorkom⸗ 
menben veränderlichen Größe, mehrere Werthe der Gleis 
hung Genüge leiſten, fo'heißt bie Funktion vielförmig, 
und unterfiheidet fich nach der Anzahl diefer verſchi edenen 
Werthe, in zweiförmige (weideutige) dreiförs | 
mige, u. ſ. f. Funktionen. | 


402. Eine entwickelt e Funktion, iſt eine folde, | 
in welcher Die veränderliche Größe, auf welche die Zunfs 
tion bezogen wird, in ber Gleihung abgefondert erſcheint, 
im Gegenfalle heißt die Funktion unentwidelt. Von 
den Zunktionenz. B. y= ax — mx?, ax--bxy=cy* 
ift die erfte eine entwidelte, die andere eine unentwidelte. 

Symmetriſche Zunktionen heißen biejenigen, 
in welchen die Größen fo mit einander verbunden find, 
daß keine Weränberung im Werthe der Funktion erfolgt, 
wenn man die Größen unter einander vertauſcht. z. B. | 


ry, YVx+Vy,ytartmyuff 

Aehnliche Funktionen find fotche, in welchen 
nur die veränderlichen Größen von einander verfchieben 
find , dagegen aber mit ben beftändigen Größen auf einerz 
lei Weiſe verbunden erfcheinen z. B. 


ax? — cx ay? —cy | . 
— und Dry" Solche Zunktionen erhalten 














I. Zosmen der Funktionen 99 
|  . 

auch die nänslichen Junktionszeichen; ift alfo _ 

" 2 . - 


ix . ayr—ey I 
7*vx ſo iſt auch b+y 9 zu ſetzen. 


b 


f 103 Wenn man in den einzelnen Gliedern einer 

' Funktion mehrerer veränderlichen Größen die Eumme ber 
Erponenten fämmtlicher veränderlihen Größen nimmt, 

ſo erhält man ben DOrbnungserpönent oder die 
Abmeffung bes liebes, Der höchſte Orbnungs- 
txponent ber Glieder einer Zunktion beflimmt die Or d— 
nung ober ben Grad ber Zunktion. Sind nun die 
Abmeſſungen fämmtliher Glieder einer Funktion gleich, 
ſo heißt die Zunktion gleichartig, im Gegenfalle un⸗ 
gleichartig. | 


| (104. Eine Funktion wird in Beziehung auf die in 
ipr enthaltene veränderlihe Größe geordnet , ‚wenn 
man erftlich die Glieder, in welcden. gleiche Potenzen der 
veränberlihen Größe vorkommen, zuſammenſtellt un) 
bie veränderlihe Größe als gemeinfchaftlichen Faktor 
heraus hebt, hierauf aber die einzelnen Glieder ber Funk— 
fon fo auf einander folgen läßt, daß fie entweder mit 
der höchſten Potenz anfängt, und fiuffenweife die 
naͤchſt niedrigeren erhält, Daher mit ber niedrigſten 
Potenz der veränderlichen Gröge it, oder aber umgea 
fehrt mit der niebrigften anfängt, und zu den nächft höhe— 
sen Yotenzen fiuffenweife übergehend mit ber höchſten fich 
endiget. 3. B. Die Zunftion 
Saxt — hat -HSck? H2der —bexe 4 Zgirr geord⸗ 
net, gibt Sax? + (Bo Se)X? (24 3b 3g)x> 
der (2I—I3b—3g)x2 + (86 - 3)*⸗ + dar, 
Dan kann jede geordnete ganze rafionale Funktion einer - 
veränderlichen Größe x des ziten Grades durch die Form 


rt... HR He N, oder 
| R 


\ 


' 


100 Methode ber unbeftimmten Koeffizienten. 


auch durch durch A-HBx--Cx" +Dx° + Ext... + Nr" 
vorftellen , in welchen die Koeffizienten A,B, G,.. . N 
die Größe x nicht enthalten, übrigens aber iede ganze 
oder gebrochene, rationale oder irrationale, aud eine | 
unmögliche Zahl bedeuten können: gehen in einer geord⸗ 
neten Funktion einige Glieder ab, fo find die zugehörigen 
Koeffizienten derfelben gleich Null zu fegen. Im obigen 
‚Beifpiele wäre bei der erften Anordnung A=o0,B=o, 
u. f. f. J=35a, K=8 c—5e, L=2d—3b—3g, 
M=o,N=o, hingegen bei der zweiten Anordnung 
A=0,B=0,6=2d—35b—3g, D=8c—5e,E=5a, N=0 
Beide Formen fallen in’fo'gender noch allgemeineren zu- 
fammen Ax’ + Br’ --Cx + Dr“ -+Ex“ + ..., 9 
Dann ift bei der erflen Anoronung | 
-A=5a3,B=8c—5e, C=2d—3b—3g, Don | 
ferner der Erponent a=m4,b=3, c=2, zu feßen. | 


105. Die allgemeine Form einer gebrochenen ratio: 
nalen Funktion ift | 
Ä at br-tox®-tdrs + ... 

ar ty ti t... % | 

wo a,b, Cor. und u, ß,Y + + » beliebige Zahlen 











b 
‚bedeuten können: fegt man =b1,=e',- =4U’... 


und eben fo e =ß', Ley/l= "uff ſo geht ſie 


). a6 
liFFemerer.../0 
und der hier eingeflammerte Bruch gibt, wenn man bie 
durch denſelhen angebeutete Divifion wirklich vornimmt, 
zuerfi 1 zum Duotienten, und 

(BA) + y)x?+(ld’—I)xth.. . zum 
Reft, macht man zur Aokürzung 0 


in 


I. Eormen der Bunktionen. 101 


—#=b, “—y=c, d—d‘=d, 
und feßt die Divifion fort, fo erhält man b,x zum zwei⸗ 
ten Glied des Quotienten und 
(.—b,P')x-+(d —by)x’+ .. . zumfeft,fekf 
man abermald c, —b, B'= c,,d, —b, yY=d,,wf.f. 
fo wird c, x? das dritte Glied des Quotienten, und 
d,—c,P)x’ +... der zugehörige. Reſt, u. f. f.; 
woraus hervorgeht, Daf der gefuchte Quotient eine ohne 
Ende fort!ufende Keihe bildet, welche nach den Poten= - 
zen von x fortſchreitet, nämlich 
i+-b,xrc;x? d, xsꝰ +. 


. „a yo . . 
und welche mit z multiplizirt, eine Weihe von ber 


gorm A+-Bx +6x?+-Dx’ +... zum Produkte gibt; 
mithin if in ihr unter der Vorausſetzung, daß eine unbes 
grenzte Anzahl von Gliedern zugelafjen werden muß, jede 
gebrochene Funktion enthalten. 


106. Nimmt man eine wie immer große Anzahl 
m-+1 von endlichen Größen A,B,C,D...K de 
ten einige auch verneint fein fönnen, und überbieß eine 
Zahl N, welche ohne Rüdficht auf das Zeichen, jede der⸗ 
ſelben einzeln genommen übertrifft, fo ift für irgend 
eine pofitive Zahl p u 
Np’> Bp”, Np?>Cp", Np?>Dp* ... und allge= 
mein Np"> Kp"t! mithin M 
hp" J PP... + P"F)> Bp?-HCp’-+Dp' + 


... +-kper! 


> Bp-+Cp" + Dpt+r...Kp”t" 


Np — p') 
41-2 


man nehme n ſo, daß 1 AH <A fei, fo wird 
\. 


102. Vethede der unbe kann Koeffizienten 


⁊ 


p * geſetzt, AHN)p<A, mithin Np 44 4 





und 2, < Ap: ba überdieß 1 —p immer kleiner als 


2iſt, fo wird offenbar Bsp < Ar, und. da | 


ber Ap>Bp" +Cp ’+-Dp ir. pEpet, oder wem 
man beiderſelts mit p dividirt, 


A>Bp+Cp’ +Dp’+., „eKp® ; man fann 
fonad in einer jeden funktion von derForm 
A+Bx--Er’ +Dx® ... der veränderliden 
Größe x immer einen fo Fleinen Werth 
beilegen, daß bann ihr erftes Glied die 
Summe aller folgenden überfteigt. 


X 107. Wenn eine Funktion a-+-br-Hexs-HÄrt Lo 
bei einer. unbegrenzten Anzahl von Gliedern für jeden 
möglichen Werth der veränderlichen Größe x gleich Null 
iſt, ſo hat man allemahl 

a=—(br--ax? dr? + . ..) | 
nimmt man nun für x einen fo Heinen Werth p, daß 
für ihn, und jeden noch Pleineren Werth, bad erfte Glied 
bx größer wird, ald die Summe aller folgenden, daß 
mithin bp > ep -+äp* +... daher 
2bp>bp--ep'-Hdp® +... | 
ſo wird a <—2bp, für alle Werthe welche bie ri | 

p nicht Überfleigen, d. i. es muß a=u fein, mithin. 
ud br 4 cær „det >... =o0, bivibirt man nun | 
die Gleichung mit a, fo erhält man 
b-+-ox+dıt »2...=o, und es iſt folglich aus 
bemfelben Grunde auch b=o, und daher iſt auch jeder 
andere Koeffigient gleich Rullz wenn atfo eine ge 

















I, Jerwmen ber Sunktionen. ‚4103 


ordnete ganze rationale Funktion für 


jeden möglihen Werth der verändertihen 
Sröße gleih Null ik, fo müffen fämmt: 


liche Koeffizienten, jederfür fid,nulkfein. 


108, Sind daher zwei Funktionen derfelben verän- 
derlichen Größe 
A+Bx+Cx+-Dxr’+..„=a+br+cex’ -de-t... 
für jeden möglihen Werth von x einander gleich, fo 
wird wehn man die Gleihung auf Null bringt 
A—a-+(B —b)z>(6—)x? + (D—djx +...=0 
daher nach (107) | 
A—a=0,B—-b=0,C—co=0,D--d=o oder 
A=za,B=b,C=c, D- dwf. f 


109. Hierauf beruhet eine allgemeine Methode, 
Reihen aufzuſuchen, weiche gewiſſe Eigenſchaften haben 


ſollen, wodurch bie Form der Reihen bereits gegeben 


iſt, alfo nur noch vorläufig die mit A, B, C, D... 
bezeichneten Koeffizienten derſelben fo zu beſtimmen find, 
daß fie den Bedingungen der Aufgabe genügen — man 
nennt fie Methode der unbeftimmten Kock: 


142x 
fizienten. 3. 8. un ge in eine Reihe 
zu verwandeln, fege man 
1{-+-2x 
—=A+Bxr+Cr+ Dy.+Ex*+ ... 


3—x + 5x? 
multipliziet man beiberfeitd mit 3—x--5x? und orb- 


ae dad Produkt nad ben Potenzen von x, ſo erhält man 


1-+22=3A -+3B} x 4-36, x’-+3D, x’--3E, x‘ 
Br ir gr a ar... 
+5A 


+5B? +56 
dieß gibt die Gleichungen 





104 Methode der unbeflimmten Koeffizienten, 


gA=1, 

.. 3B—A=2 
3C—B-+-5A=o 
3D—-C-+-5B=o 

und hieraus folgt A=; 1 
3B=2-+A=}, B= | 
3C=—5A+B= Fu, Car 


— — —15— 13 119 


u. ſ. f. e if R wenn man flat A, B, Ger. 


ihre Werthe feßt 


1, Kennzeichen Tonvergirender Reihen: | 


1+2x | 
3—ır 5x8 =: J 37 5 j i 


110. Eine jede Zahl, fo groß fie auch fein mag, 
ift doch immer einer Vergrößerung fähig, fie Tann, 
nämlich durch Hinzufügung gleichartiger Einheiten fort: 
während zunehmen ; wenn nun Diefe Vergrößerungen bei 
einer und derfelben Zahl, unaufhörlich angenommen wer- 


den, fo wird fie nad) und nach größer, als jede denk⸗ 


bare noch ſo große Zahl: man ſagt dann, ſie wachſe 
unendlich, oder fie werde unendlich groß, und 
bezeichnet fie mit ons welches Symbol daher jede uns 
enblih groß werdende Zahl, ober kürzer jede uns 
enblidhe Größe vorftellt. Wenn hingegen eine Zahl 
durch Hinwegnahme ihrer Theile fo vermindert wird, 
daß fie Feiner wirb, als jebe no fo Fleine angebbare 
Zahl, fo fagt man, fie nehme unendlich ab, 

oder fie werde unendlih klein, und bezeich 


net fie mit —, wo a jebe belichige endliche Zahl bedeutet, 


— 


II, Kennzeichen konvergirender Reihen, 105 


111. Da eine unendlihe Zahl ald die Grenze aller - 
Vergrößerungen betrachtet wird; fo ift fehon jede ent=. - 
liche Vergrößerung in ihrem Begriffe mitenthalten, - 
mithin kann fie burch das Hinzufügen oder durch bie 
Hinwegnahme einer endlichen Zahl, deren Werth angeb- 
bar ift, Feine Aenderung ihres Werthes erl ı weils _ 
ches ſymboliſch auögebrüdt, gibt co + J und, 


0 haco, woraus fo. fort plgt a + > = r 


oder wie wman ſich auszudrücken pflegt: jede endliche 
zahl verſchwindet bei der Addition oder 
Subtraktion gegen eine unendliche Zahl: 





and eben fo verfhwindet jede unendlid 
Heine gegen eine endlihe Größe, 











112. Dagegen kann eine wmendliche Zahl in ihrem 
Werthe manmichfache Aenderungen erleiden, wenn bie 
Vergrößexungen Einheiten ihrer Art, nämlich, unend- 


lich groß find: denn hat man einmahl den Begriff oo als 


mäßig erkannt, fo hindert. nichts zwei oder mehrere 


derſelben danch — und — Zeichen nach den gewöhnli⸗ 


chen Regeln der Addition oder Subtraktion in ein einziges 
Egebniß ao zu pereinigen,.wo.a poſitiv, negativ oder 
auch Null ſein kann. Sind nun A, B zwei unendlich 
große Zahlen Amma, B= mh, wobei m= if, 
[0 geftatten fie unter einander eine Vergleihung , und 


ihr Verhältniß zu einander ift ſtets wie a: b, Eben 


ſo haben unendlich Eleine voten zu einander ein an⸗ 
gebbares Verhältniß. 


113. Auch höhere Potenzen von unendlich großen 
und unendlich Heinen Zahlen. enthalten keinen Wider—⸗ 
ſpruch: den da im Auddrude mcoo, ber Faktor mijeben 
beliebigen Werth haben darf, fo kann man m felbfi o 


ſehen, wodurch dann ma co in co?, und mo” in ®. 








106. " Methobe der unbeflimmten Koeffizienten. 
nf f. übergeht: und auf gieide Weiſe folgt aus 
—, fürm = - 4, die Größe — — , und unter verfelben 


Vorausſetzung folgt and — die Größe ‚uf f 


Werden aber unendliche Größen verfchiedener Orbnuns 
en durch Abbition oder Subtraktion mit einander ver⸗ 
den, fo ift das Ergehniß fcheinbar paradox: iſt 
id A=an”, B=ba"”, und m>n, fo wirb 
A+B=ax" Hon o"""N(ae" +5), wo der 
eingeflämmerte Faktor nach (111) in aco” übergeht, 
mithin hat man a coꝝ bh oo" = mmn 2 B®a con: 
- Rn | 
Ar 
welche Saͤtze man gewöhnlich fo ausdrückt: jede un- 
endlihe Größe einer ntebrigeren Orbnung 
verfhwindet beiber Addition oder Sub- 
traftion gegen eine anendblide Größe ei: 
ner höheren Ordnung, und eben fo ver- 
fhwindet eine unendblih kleine Größe 
einer höheren Ordnung gegen eine unenbs 
Yih Eleine Größe siner niedrigeren Ord⸗ 
nung. 

114. Wenn eine Funktion y bei den verfchiedes 
nen Werthen, welche fie anzunehmen vermag , fich einer 
unveränberlihen Größe a fo nähert, daß ber Unter: 
ſchied zwifchen ihnen unendlich Elein werben kann, fo 
heißt a die Grenze von y, welches man fo bezeichnet: 
| 543* 
a=lm.y. 3. B. Die Zunktion 1*5 hat, 
wenn x unendlich abnimmt, den Bruch 3 zur Grenze, 
wenn hingegen x unendlich zunimmt J zur Grenze. Iſt 
nun w eine unendlich klein werdende Größe, fo hat 


y 









\ 


- 1 Kennzeichen konvergipender Meiben, 107 


man y=9a+0, ober Zim, yflattagefeht, = Im tw, - 


Aus einem ähnlichen Grunde erhält man für eine Funk⸗ 
tion 2, und irgend eine andere umenblich Mein werdende: 
Größe », die Gleihung z=Tim.2 rr; ſonach 
y+z=lmy-+lm.z+(0F»): aber w+ v bedeutet 
ebenfalls eine unenblich klein werdende Größe, daher 
nähert fih y + z ohne Ende der Summe lim. y zlim,z, 
und es ift, nach dem aufgeftelten Begriffe einer Grenze, 
lim. (J 2) = lim. y £ lim.z. Behält man bier 
dad untere Zeichen bei, und ſetzt y=x, fo folgt 

0 tim. J —- lim. 2, ober lim.y=lım. 2d. i. find zwei 
Zunftionen in jedem ihrer Zuſtände ein 
ander gleich, fo baben fie auch gleiche 
Grenzen 


115. Aus denfelben Gleichungen y=hm.yto, 
s=hkm.z +» folgt noch: 
yz= km. y.lim. 7 + slim. Ytolm.zayeor, wobei 
die Summe » lim. ya lim. 2 mit wo und v unendlich 
Hein wird, baher lim.yz=lim y.lim.s.... und 76) 
eben fo, für eine heliebige Anzahl von Funktionen 


y, 7 U,e ur ift lim. (yzu. .) = lim. y. lim, 4. lim, Ur.. 


, _ lim. 27 _ lm, % % vlım, y—vlim.% 
gerner if — im. tu — y (im. + a)lım. y 


wobei ber Zähler des Vruches unendlich klein werben 
kann , während der Nenner fich bem Buadral von lim. y 


ohne Ende naͤhert, man hat alfo Zum. — 277 M 


Setzt man bie Funktionen y, 2, u ... einander 
gleich, fo folgt für jede ganze pofltive Baht m, lim. ym 
= (him, y)®, wofern aber m E eine gebrochene a ber 


beutet, und man ſetzt y= = z, fo bat man lim, yi= lim. Z, 
alſo Zum, yP=(lim.2)3, und beiberfei bie Wurzel q 








ı. . | 
108 Methode ber unbeflimmten Koeffizienten, 
' 


“gezogen, (tim.yP)9 —=lim.2= lim, ys: ed ift aber Zim. yr 
* (lim. y)® folglich (im. yP)I=(lim.y)i, und lim. yſ 
—(lim.y): ift endlich m—n eine negative Zahl, fo hat 


1 1 ._ un 
man m ya (im. yy® = (lim.y)"”, andererfeits aber. 


nn 1 lim. 1 1 
iſt 7755* mm” — = Im. za = lim. y n folglich 
auch Zim.y”" (lim y. J daher iſt allgemein 
. Tim. y” = (lim, y)” 78) 
116. Wenn mehrere auf einander folgenden Stögen | 
nach irgend einem gemeinfchaftlihen Gefeße fortfchreiten, 
fo bilden fie eine Reihe, deren Glieder dieſe Größen 
find. Die Stellen ,. welche die Glieder einer Reihe ein- 
nehmen, werden mit ben’ natürlichen Zahlen bezeithnet, 
und dem bad Glied vorftelenden Buchſtaben rechts unten 
angefchrieben , man nennt cine folche Zahl die Stel 
Lenzahl oder den Inder bed Gliedes, Auf biefe 
Weife bedeutet a, a), ag, 2: a... 


jebe beliebige Reihe. Beſteht die Reihe aus einer belie- 
bigen Anzahl von Gliedern, ſo heißt fie endlich, wenn. 
aber ihre Glieder ohne Ende fortlaufen, eine unend—— 
lihe Reihe, z. B. die binomifche Reihe, wenn ber 
Erponent feine ganze pofitive Zahl ift, (26). 

117. Das Fortfchreitungsgefeß einer Reihe läßt fich 
auf eine zweifache Art darftelen: entweder wird jedes 
Stied der Reihe, wie at durch Die ihm vorange- 
henden Glieder a, a 1, Aa, + + - ausgebrüdt, da 
‚dann die Reihe eine refurrente Keihe. genannt 
wird: oder aber ein Slied , wie a ift bloß eine Funk— 


tion deö Inder n, und es kann ſonach jedes Glied a, 


\ 


- 


II, Kennzeichen konvergirender Reiben, 169 


= unabhängig von andern Gliedern ber Reihe gefunden 
werden, wenn man nur im Ausdrude für a, überall n 


ſtatt m fegt: man nennt eine ſolche Form des allgemeinen 

| Gliedes (21) eine independente 3. ®. in.der’ 

rekurrenten Reihe 1, 4, 14, 46, 146, 454, . . 'witd 

jedes Glird gebildet ,- wenn man, die zwei oorangehenbei 

beziehungsweiſe mit 5 und 6 multipliziert, und die Pro- _ 

dukte von einander abziehet: auf dieſe Art ift 146 
=5.46 —6.14, u. ſ. fe 


| 118. Wenn die. Summe einer unendlichen Reihe 
fo befchaffen ift, daß fie fich einer beftimmten Grenze G ⸗ 
deſto mehr nähert, je mehr Glieder man zuſammenzählt, 

ſo heißt die Reihe eine fonvergirende, ‚und G ift s 
ihre Summe: im Gegentheile heißt eine unendliche Reihe, 

eine Divergirende, wenn ihre Summe entweber uns 
endlich groß if, ober aber eine Grenze hat, die zwifchen 

Ä mehreren Werthen fehwanft. Stellt man die Summe 
der n Anfangöglieder einer unendlichen Reihe durch S,, 
und die aller übrigen Glieder durch E vor, ſo heißt E 

' ihre Ergänzung; ed wird Daher zur Konver— 
genzeiner Reihe erfordert, daß beim un 
endlihen Wachſen vonn, ihre Ergänzung 

| 


” ame. _ 


unendlich Plein wird 
119. Die Formel 34) gibt, je nachdem manq > he 


ag 1 annimmt, — 
n . 


a a __a ag 
= F Te und Sn: ig 1a Sm er: 


ſten Zalle wächſt das erſte Glied des Ausdruds mit n, 
und Tann unendlich groß werben, oder aber, wenn may . 
q=—1fest, fo erhält man für die Summe der Reihe 
a—ara—a+ . . . ben Ausdruck 4aJ+1—1), 
welcher zwifchen o und aſchwanti, im andern Falle, wenn 











110 Methode der unbeflinmten Koeffizienten. 


nämlih q<4 if, gibt das erfte Glied ;_ bierer- 


ze, ber fich die Summe 8, ohne Ende nähert; woraus 
folgt, daß eine unendlidt geometrifhe Rei- 
be, deren Quotient nicht kleiner als die 
Einheit ift, eine divergirende RKeihe bil—⸗ 
det, während dieſelbe bei einem Quotien— 
ten unter 1, deſto mehr fonvergirt,/je klei⸗ 


ner ber Quotient felbft if. 


(120, Wenn die Glieder einer Reihe von einer ges 
wiflen Stelle angefangen, ſaͤmmtlich einer find, als 
die korreſpondirenden Glieder einer andern konvergirenden 


Keihe, fo ift gewiß, von diefer Stelle an, bie Ergän: 


zung ber erfien Reihe kleiner, als bie ber anderen Reihe; 
allein dieſe wirb beim unendlichen Wachen von n une 
endlich Hein (118), mithin auch jene, d. i. bie vorge⸗ 
legte Reihe konvergirt ebenfalls: und umgekehrt eine jede 
Reihe ift eine Bivergirende, wenn ihre Glieder ſämmt⸗ 
lich größer find, als Die zugehörigen Glieder einer 
bivergisenben Reihe. Eind alfo die Glieder einer Reihe 


fo befchaffen , daß der Quotient nt =, fi einer beſtimumten 





Grenze A ohne Ende nähert, und man Hat Zi. u "cd, 


fo mug — art A, fobald m eine hinreichend —* 
r überfleigt, fortwährend kleiner werden ad B-= A, 


1 
woraus —58. er a, 9 <Ba, folgt; man hat 


daher —* <Ba B*a_, und eben fo a ng <B’a 3 
u. ſ. fi mithin werden bie Glieder der Keihe 


u. rt u r20 1 ... ſaͤmmtlich kleiner, als 


— — — — —— — — 


* - 


15, Kenngeichen konvergirender Reiten. 11 
/ 


ı 


die gleihnahmigen Glieder ber geometrifden Reihe 


„ Ba,, B*a,, B*a,, .... Iſt nunA<1, fo kann man 


auch B<A1 nehmen, und dann ift obige Reihe vom 
Gliede a, an, eine konvergirende; bad Gegentheil findet 


Statt, wenn A>1 ausfällt; demnach konvergirt 
oder Divergirt eine jede Reihe, je nach dem 
die Grenze, welcher ſich der Quotient, aus 
einem Gliede durch das nächſt vorange: 
hende, ohne Ende nähert, kleinerober 
größer als die Einheit iſt. Eine weitere Außs 


führung der Kennzeichen lonverzitender Reihen findet 


man im V. L 24 *) 


II, Grponential« und Togaritpmifde Zint · 
tionen. 


1231. Man nennt . eine Erponentialgröße, u 


iebe Potenz, deren Erponent eine veränderliche Größe ift: 
ihre einfachfte Korm ift ax, wo a ihre Grundzahl 


Gaſis) Heißt. Man fegea=i1+y, fo gibt die For⸗ 


mel 19) (1 y)* a eye 24 .4. 
„eE-Na—2. Kurt), u ) 
1 2.98... n 2 


Ordnet man dieſe Reihe nach den Potenzen vonx, fo 


it Mar, daß bad von x freie Glied =1 iſt, bezeichnet 
man noch die Koeffizienten ber auf einander folgenden 
Yotenzen von x mit A, B,C...M,N, fo erhält man 





*) Diefes Citat bedeutet: Vorleſungen über bie höhere Matte: 
matit. Bom Prof. And. v. Ettingehauſen. Band J. Wien 
1827, Geite 24% » f. 


112 .NMeethode der unbeftimmten Koeffizienten. 


a * _4-tAx+Br? + Cr +,.,.M Ping” 4...ß) 
3 ift aber nach 12) dad von x. freie Glied im Produkte 
(x— x —2)... (x —n4+1) gleid dem Produfte 
der n— 1 Elemente 1,2,3...n—1; mithin folgt 
aus dem allgemeinen Gliede der Keihe &) der Koeffizient 
von x gleih + ny”, und wenn man hier ftatt n nad) 
und nah 1,2, 3 ... fubftituirt,, erhält mandie Koef- 
fiienten von x aus dem erften, zweiten, dritten, .. 
Gliede der Reihe @), welche zufammengenommen, den 
Werth ‚von 
A=y—}y’+ıy°—iy' +..+37”...7) geben. 
Um nun noch die übrigen Koeffizienten B, G, ... N 
der Reihe 8) zu beftimmen, fit=x +2, alfo aaa: 
man hat aber ber in 4) angenommenen Zorm gemäß 


ri AcHD)HBeh2)T +... N(x+2)" 
ea’ —-1-+Az + B2’ + „..Nz" , baher 
1+A(z-H2)-+HB(x-+2)? +...N(x-+z)" 

— at 4 A24—Baꝰ +... NZ") 


Entwidelt man nun das erfte Glied diefer Gleichung, und 
ordnet nach den Potenzen von z, fo folgt 


4+Ax Bæꝰ 4 . .. Nx 
+2[A+2Bxr-+3Cx” + talk Bl Letzt. 


at that +Ba'rr .. ., und wenn man nad) 
(108) die ‚Koeffizienten von z einander nber gleich fett, wird 


x 


A-+2Bxr+3Cx +... nNx" Aa 


A+Ax+ABr +... — ... 

wo nun wieder die einzelnen Koeffizienten gleicher Po⸗ 
tenzen von x einander gleich fein müflen, fo tag man 
die Gleichungen bat: 





i | 
Il, Erponential = und logarithmiſche Junktionen. 113 


2B=Ar woraus B= Ar . 





3C=AB =ıAB=A®:3| 
4D-AC D=1AC=As: 4! 
een und allgemein . | 
aN— AM N=;AM=A": n! folgt; man 
erhält alfo U 3 
272 279 nyn 
1 Ar Hr o.,;- 79) 


122. Segt man in dieſem Ausprude x==1, ſo folgt 
A⸗ As An 
1321* 4 45 45 * ... +7 ... 6) Die . 
Gleihungen y) und d) geben bie Abhängigkeit der Grö. 
fen a und A von einander zu erkennen: wenn nämlich 
die Grundzahl a bekannt ift, fo hat man auch y = a—1, 
und hieraus mittelft der Gleichung y) die Größe A, und 
umgekehrt findet man mittelft der Eleihung 8) aus dem 
bekannten Werthe von A ben zugehörigen Werth der 
Srundzahl. Am einfahften iſt 8 A—1 anzunehmen, 
bezeichnet man dann den zugehörigen Werth von a mit e, fo 
folgt e=1 +1 +34 Host. . wo jedes Glieb 
aus dem vorhergehenden gefunden wird, wenn man Die= 
ſes nad) und nad) durch die natürlichen Zahlen 1,2,3... 
dividirt: Die Rechnung gibt e— 2,718281828459.. 


eo... ® 
und der Formel 79) gemäß ift nun m 
x 4 x? x® x’ vw. . 
retten 0) 


123. Zür Ar=1, folgt aus 79) die Gfeihunga"—e, 
oder wenn man beiderfeits Eogarithmen nimmt ‚ 
zlog.a=log.e, d. i. log.a=Alog.e: nun war 
a=1+y, daher wird wenn.man flatt A feinen Werth 
y) fubftituirt, | . | 
lg. 1+y)=10g.e(y—ıy Hip —ıyir..), 
Beziehen ſich aber die Logarithmen auf die Grundzahl a, 

Eulikes Analyſis 8 


— 


116. „Methode ber undeſtimmten Korffigienten. u 
daun iſt bekanntlich log. a=1, wodurch mn 
log. e = =M erhält: ſetzt man dieſen Werth hart 


‚og. e in die leßte Gleichung fo wird | 

‚lg (1+y)=M(y—4y’ +ıyP—iytt...) 81) 

welche Reihe konvergirt, ſobald y<1 ift. | | 
Addirt 'man aber beiderfeitö log. h, und. fegt 

'hy=7; io folgt 

log: (h# 2) = log. h + M(I 4 + ) 82), 


und diefe Reihe ‚gibt ben Logarithmus einer Zah h + z, 
wenn ber Logarithme von h bekannt, und h<z iſt. 
124. Um die Reihe 81) fehneller Fonvergirend zu 
machen, fege man erfllih —y flatt y, fo ergibt fi 
log. 1-yJ)=—M(y+iy?+3y +4y*+ . . 
folglich durch Subtraftion diefer Gleichung von 81) 


ug FerMgHin tin.) 8) 


I+yY_ 2 1 „ 
Setzt man bier 2 _y= 2. woraus y = 2. folgt, 


fo bat man * *F 
log HM + 17 302Z —— 80) 


it endlich z=x*, alſo z—1= (xD (x-1), und 
Iog- s=2log.x, fo erhält man 
leg (x + 4) + log. (<—1) 











log.x= 


1 1 4 N | 
te ray; rt ) 85) 
. mittelft welcher Reihe man den Logarithmus einer jeben 
Primzahl leicht beſtimmen Tann: 
125. Man fehe zur Abkürzung 


1 1 _ 
M (2 mu Aug TOTER) * ... )=R ſo findet 











I, Erponentials und cGherithmiſch dunktionen. 118 


man für x—=2,un x-3 a 
log.2=41l0og.3-RP,, log. 3 = $10og.2 +P,, folglich 


 lg.2=2(2P,-+P,), 1eg3=2(3P, -+2P,), wobei 


die Sahlen P,, und P, fü rs mit Säle ber Reiben 
re) 
, 4 on ' Al... 
Z (+ +Hamtamt J +) J 
ohne große Mühe berechnen laſſen. 
Sind die Logarithmen von 2 und 3 gefunden, b 


angibt ſich mittelft der Reihe 85) 
| log. 5= 
lg7= 


+(log6-+ log. 4)+-P,=}(log 3log. , 
1 (log.8-+ log.6)+P, = 2log.2 +%1og. 3+P,. 
log. Pre + (log. 12 +-log. 10) + P,, = 310g. 2 
| ++(log.3 +10g.5)+-P,, u. ſ. fi | 
Die Logarithmen der Primzahlen über 11 hinaus, erge⸗ 
ben ſich ſchon, wenn man nur 7 Dezimalftellen haben 
will, mittelſt der Formel 

log. x— log. —— +1og. (x =D, m u 
and die Logarithmen derjenigen Primzahlen, welche 
2237 überfchreiten., aus ber Formel | | 

log. x= z[log. (x + 1)-+-1og. @—1)] 

126. Da e die Bafis des logarithmiſchen Syſtems 
it, in welhem A— 1 gewählt wurde, fo heißen die 
zugehörigen Logarithmen natürliche Logarithmen, 
und wir werben ſie in der Folge immer mit dem Buchs 
ftaben A bezeichnen, während bie briggiſchen Log a⸗ 
rithmen welche ſich auf die Grundzahl a S 10 bezie⸗ 
hen, durch den Buͤchſtaben? unterſchieden werden ſolen. 


Bei den natürlichen Logarithmen iſt alſo M=4 ou 


bei den briggifchen Logarithmen aber, —8 man M, 
| | Be 


Da] 


- 








m. 


* 


RT Mettode der anteſtimmten Koeffizienten. 


wenn man in der Formel 83) — 10 ſetzt, hiedurch 


wird yarı und ' i 


4 | 
HOF HTG 7)’. ) ’ 


man nennt diefe Bahl den Modulus bes briggifchen 
Syſtems. Hiernah ift, wenn man AN=n ſetzt, 


IN - 
IN=Mn, und umgekehrt = n=AN: d. i. man fin 


det aus dem natürlihen Logarithmus 
einer Zahl ihren briggiſchen Logarithmus, 
wenn man jenen mit dem Modulus multi— 
plizirt, und umgekehrt aus dem briggi- 
fhen Logaritbmus den natürliden, wen 
man den erftern mit dem Modulus bipi- 
birt, oder aber, welches einfacher ift, durch ven önkton, 


u- 2, BO ... wmiultiplizirt. / 


W, Goniometriſhe Hauptfunktionen. 


127. Sein Fx=p, und fx q zwei Funktionen von 
x die von einander fo abhängen, daß beftändig die Re— 
dation p +q?=1... a) Statt habe, man foll die 
allgemeine Art, wie fie aud x zufummengefigt find, un- 
ter der Bedingung beflimmen, daß beide für jeden belie= 
bigen Werth von x möglihe Werthe erlalten? Die 
Gleichung a) gibt fofort 

zV 4d—-4),qa=+V 1—P®) 

es darf alfo Beine derfelben größer als 1, oder Kleiner 
ad — 1 werden: bat man aber eine der Sunftionen 
zwifchen biefen Grenzen wiltührli angenommen, fo 
ift die andere zwar der Größe, aber nicht dem Vorzeichen 


nach, beflimmt, Um biefe Zroeibeutigkeit zu heben, 


N 








IV, Boniometrifhe Hauptfunktionen. 417 


nehme man an, ed fip= 0, für x=o, und vonbaan, 
ſei p für ein poſitives Wachſen von x poſitiv, hingegen, 
für ein negatives Wachſen, negativ: dann ift q= +1; 
für x=o, und um aud hier keine Zweideutigkeit zu 


laſſen, ſetze man feſt, es fi frx=o, q= = +1. Die | 


Funktion p wird nun mit x zunehmen, bis fig nicht den 


größten Werth +1 erreicht hat, und hierauf nad) bem 
Gefege der Stetigkeit für noch größere Werthe von x 


. wieder abnehmen, und. abermald in Null übergehen: 

gefchieht dieß für einen Werth x = nz, oder ftfrn=0, 
fo kann man leicht überfehen, daß ihr größter Werth 
der Mitte zwiſchen x—o, und x=m zugehören wird, 
man hat daher Fin = +1. Für Werthe von x, wel- 
che z überfteigen,, muß nun p, dem Geſetze der Stetig⸗ 
Teit gemäß, negativ werden, und immer fort abnehmen, 
bis fie die Grenze —1 erreicht hat: offenbar ift es ber 
Sal, wenn x abermald um 4 75. zugenommen hat, näm⸗ 
lich für x= 37; man hat dann Fr = — 1, und da ſie 
ſchon nicht Fleiner werden darf, fo wird fie für. Werthe vonx, 


die 3 sr Üüberfchreiten, wieder zunehmen, und in Null überge⸗ 


hen wein x= 2rr geworden iſt. Wächſt x über 2, hinaus, fo 
erfolgen die Aenderungen der Funktion p wieber in der⸗ 
ſelben Ordnung, wie fie vonx= 0 bis x—=?2n, Statt 
gehabt haben, fo daß fich Diefglben in gleichen Inte 
tervallen jer 27. periodifch wl®derholen. Für ein 
negatived Machfen von x ändert bie Funktion ihr Zeir 
chen, und wird fletö negativ, wenn fie für einen gleichen 
pofitiven Werth von x pofiliv war, und umgekehrt. 


128. Erwägt man aber mittelft der Gleichung «) 


die den in gleichen Intervallen 37 auf einander folgen 


den Werthen von x, zugehörigen Werthe der Funktion 


> ſo findet man leicht, daß q von Fi an, nah eins 


‚ander in o, — 1, o und — 1 übergehen wird, wenn x 


- 


. 
* 


2 


418 Methode ber unbekiimmten Koeffizienten, 


pofitiv wähft, und umgekehrt von —1 an fih ino, + 1,0 | 


und — 1 verwandelt, wenn x negativ zunimmt. Stellt 
man dieſe Werthe beider Funktionen zuſammen, ſo hat 
man für 
250o— 3n 2n 30 SBSV... 
ps o+1o —1o + 0 
q=-r1o 1. o+1 0-1. 
hingegen für. 
xX= 0-40 nn —in —In —in BER: VOR 
p= 060 —1. 0 +1 al oo 
g=+1. 0 %1 o +1 a 1 
woraus hervorgeht, daß für gleiche pofitive und 
negative Werthe von x, die Funktion gq 
gleiche, hingegen p entgegengefeßte Vor 
zeichen erhalte: welches charakteriftifche Anterfcheiz 
dungszeichen beider Funktionen man fo ausdrückt: 
7 fr) =fx, um F-2)=—Fx...f). 


129, Sept man x, flatt x, alfo pı = Fr,,9,=fr, 
‚fo hat man der Gleichuug «) gemäß pr + = 1; baber 
(p? * 92) (p? +q?)=1, oder 
p°p,® +p: q,2 +p’ q? +qg?q,? —=1 addirt man bei⸗ 
derfeits 4 2pq, P.a 299, pp, =a. 
fo kann man das Ergebniß: fo fereiben 


peqe +2pg,pıg+Ppr q°9; EPg1PPı -Fpp?= 

$ PerXpg,+p, 9° + (99, + pp)" = yl 
Wenn nun bie oberen Zeichen gelten, fo wird vermög 
der Gleichungen 8) für x, =—x, bie Funktion P=—p, 
bingegen q, =q, biedurd geht das erſte Glied des 
Ausdrudd y) in Null, das zweite Glied ini über : 
aber. die Borauffegung x, =m—x, gibt z, +x=0, 
und nah (127) verfchwindet nur die mit F bezeichnete 
Funktion mit der veränberlichen Größe zugleich, mähre 
die unter f vorgeftellte Funktion +1 beträgt, man. ” 


| 


EV. Goniometriſche Gespenst, ‚119 
eher Pq. +P,9= F(x-+x,), und qq, — PP. A,). 


Gelten aber die unteren Zeichen, fo ergibt ſich für x ==, 


das erfte Glied der Gleichung y) abermahls gleich Null, 
dad andere Glied =1, und da dann x— x, =o fl, : 
fo bedeutet pq, — p,q die Funktion Fx—x), und 
gg, —Pp, die Zunttion «—x;). Man hat ſonach 
allgemein , wenn man ftatt p, Pır g, 4 ihre Werthe 
ſetzt | 
Fx+x,)=Fx.fz, F. F J 
— — 

130. Die Gleichung «) kann auf mannichfache Weiſe 
eine veränderte Geftalt erhalten: fegt man nämlich, . 


17,32 s, oder —t, j =uwoder1—g=v,1 —-p=w; 


| 
| 


I 
! 


I 
! 


mug 
fo erhält man aud «) die Gleichungen: 

2+1=s2..,‚e),t? +1=u:...2), 1—v)? +(Iw)’=1. n) 
Hiedurch entflehen, außer den beiden Hauptfunttionen 
p, q neh ſechs Hülfsfunftionen r,s,t,u,v 
und w, welche von jenen auf eine fehr einfache Art ab= 
hängen, und doch in vielen Sällen brauchbarer find, als 
die Hauptfunftionen. Man nennt alle diefe Funktionen, 
von ihrem. Gebrauche bei Winfelmeflungen , die go nid 
metrifchen Funktionen, und bezeichnet fie fo: 


Fx oder p durch sıinx - tdurch cot x 

Jx :q cos x ‚au cosecx 
X fang x... 9 sınv X 
Ss. Sec x w cosv x 


ſie werden ausgeſprochen: Sinus, Koſinus, Tangens, 
Sekans, Kotangens, Aoſekans, Sinusverſus, Ko⸗ 
ſinusverſus. 
131. Man hat demnach (128) 
zin * 0,sinyn=1, sinn==o, siny n=—,sinın= =, 
ah überhaupt 
Ann 0,5iny (d-+-I)n= +1,sinz (K+3)a=—1: 
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ferner ift 0 
c080=-+-1,c0os4n=0, cos =—1, cosin=0, cos 2n—=-1 


und allgemein 
cos! (2r +1) nr =0,co?ın=-+1, cos (2r+1)n =—t. 
Endlich geben die Gleihungen «) und 4) für jeden Werth 
& von x sin?«+-cos®a= 1... &6) 
ferner. ein(—e)=— sing, cos(—a)=cos@... 8) 
Sest man aber in den Gleichungen d), « flatt x, und 
ß ftatt x, , fo folgt‘ 
sin(e + ß)=sina.cooß+cosa.sinß..» - 88) 
cos (a +f)=cosa.cosß Fsina.sinß..»» 89) 
und hieraus erhält man, fra =n 
sin(n + B)= + sin ß, ferner cos (mn + P)=—cosPb.i. 
bie Sinus und Kofinud zweier Größen bie 
fih zu nm ergänzen, find einander gleid. 
Dagegen gibt die Vorausfegung =, 77, die Sleihung 
 sin(yn—P)= .cosß, und wenn man hier ir TB 
ſtatt 8 ſchreibt; fo wird sin(4n+B)=cos(Hp)b.i. - 
ber Sinud irgend einer Größe ift zugleich 
der Kofinud einer andern, Die mit ber er 
fteren zu beträgt. 
Zür 30, folgt hieraus sin coS , alfo 
wegen 86) sin? Im Fcos2!n—=2sın2ıin=Ä1, 
‚Oder sin In= cos} In=Y}. 90) 
132. Durd) die Addition und Subtraktion der Glei⸗ 
chungen 88), erhält man unmittelbar: 
sin(@+ß) + sin(@— PB) =2sina.cosß... 91) 
sin (@ + B)—sin(e — B)=2 cos a. sin ß« 92) 
und eben fo aus den Gleichungen 89) 
cos (+ BP) rcos(a— B)=2%cosa.cosß... 93) 
cos(a-+ß) — cos (a —Pß)= —2 sine. sinß... 94) 
Macht mane--ß>=a, a—B=b, woraus I— 
«e=}(a+b), $=}(a—b) folgt, fo geben bie 
Formeln 91) bis 94) 





 sina—sinb=2cosy4(a+b). sin!(a— b)‘ 
 osa+cosb=2cosy(a--b). cos} (a—b) und 





= | - — 


! 
u 





' 
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sina+sinb=2siny(a-+-b). cos} (a—b) 


cosb—cosa=2siny (a-+b).sins(a—b), daher wenn 

man a, b mit «, B vertaufcht | 
sine+ sin® =2siny(@-+ß). cos} («—B) ... 95) 
sina— sin =2cos} («-+ß). siny(@—P). 96) 
cose+cos®=2cosy4(a + P).cos!(a—P) » »» 9) 
csß—cosa—=2siny(a+ P)siny(a—P)-.. 9% 


133. Man fege in den Formeln 88) und 89) «= mPß, 


. fo wird 


sin 'm-+1) 8 =sinmß. cos®-Hcosmß. sin...» 99, 
cos(m + 4) =cosmp.cosß— sinmß,sinß ... 10) 
und hieraus ergeben fich die Sinus und Kofinus der Viel- 
fahen von 2, wenn man flatt m nach und nad 1, 2,3... 
ſetzt, nämlich 


sin28=2sinß.cosß... 101) ° 
cs2ß=cos2d—sin?ß... 102) 
sinIß=3sin B.cos?P—sin!ß.». . 40) 
0838 =cos?ß— 3sin* B.cosß uf. f. 104) 


Subftituirt man in 102) einmahl 1— cos? ß flatt sin? ß, 
ein zweites Mahl 1— sin ? ß flatt cos 2 ß, fo erhält man 
0s28=2cos?# —1.. . und Ä 105) 
os? —=1—2sin?Pß,.. mithin ift 106) 
sin 9—=1 (1 c0s2 8), undcos®#2=:(1-Fcos2P), 
oder wenn man 4a ftatt 8 fchreibt, 


sinla=YV4(l—cose) ..,., und‘ 107) 
csYa=V 4 (1+cose) ... Ä 108) 
Sekt man in dieſen Formeln 4 u — 8 ftatt a, fo erhält man 

sinyim—y4Ppß)=YV 3 (l—sinß).. . 109) 
(map) =Vrdtsinß)... 110) 


Entwidelt man die Auddrüde links des Gleichheitözeis 
chens nach 88) und 89), fo erhält man wegen 90) 
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 cos4ß—siniß=V (A—sinß). | 111) 
cos4ß-+ sin =V(1+sinß) V.- . 112) 
und durch Addition, und Subtraktion dieſer Gleichungen : : 
eos4ß=} WYV A+sinp)-+-V A—sinß)).. i13) 
sinıß=y[V + sind) V (1— sin P)] ... 414) 


7134 Bill man die Sinus und Kofinud ber Viel: 
»fachen von A, fo viel ald möglich, bloß durch sin 8 
allein, oder bloß durch.cos 4 allein barftellen, fo Tan 
man dieß leicht erhalten, wenn man in 91) und 93) m£ 
ſtatt @, und 2 flatt 4, ſetzt. Dieß gibt: 
sin(m -2) =2 sin mß. cos 28— sin (m—2) 8 
- cos(m +2)? =2cosmß. cos28— cos (m2)8, 
woraus wegen 106) folgt, 
sin(m +2) 8 = 2?11— 2 sin? ß)sinmß—-sin(m—2)8...115) 
cos (m-+2) #=2(1—2sir?ß) cos mB—cos(m—238...116) 
Sest man hier flatt m, nad) und nad) 2,4,6,.., 
‚und Kürze halber sin 1 — J cos q, ſo findet man 


wegen 101) 
sin4ß=(4p—8p*)q nr. | 
sin6ß = (hp — 32.p® +32 peyg un 
sin &0 (8p —80p® Hp 18 )qu ff 


cos =1— 8p? +8p* \ | 
 00668=1—18p°+48p° 32 pe . us 
cos 88 æ 1- 22pr + i60 p — 286 pe 4 ſö 

u. ſ. f- 

Sest man aber flott m die ungeraben gahlen 1, 3,5... 
fo folgt | 

singe =3p—+p° | 
sin78= 7 p— 56 p° + 112 p® —64p’ u. ſ. f.! 
cs38 = (1 - 4p2)4 .. 
cs58=(1—12p* +16 Pp*)q [10 
c0s78= (1 —24p* +80 p*— 64p*)q u. f. fi | 


N 





4 
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j 135. Die ormeln 91) und 93) geben ’aber md 
wenn man m£ ftatt,a ſetzt: . 
sin(m+1)8=2sinmß, co⸗ B—sin(m—N)B —9— 
cos (m -1) 22 2 cos mß,cos#?—cos(m—1)P 122) 
und hieraus folgt für m gleih 4, 2, 3, 4... oo: 
sin28=2 pq 
sin3ß—=pl(4g? —1) 
sin48 =p(8q? —4dg) \ | 123) 
sin5ß= p(16q* —12q? + Mu u. £ fs 
s2P=2q?—1 
cos38—=4q°—3q 
| cos 44 —=Bqg? - 842 Hl | 
cos 54 169° - 20 394 u. ſ. f. 
Setzt man der Reihe nach 36 , 4B=%, 34 sc 
in 123), und SEHR, 48 =} 7, Sp=zn in 124), 
ſo erhält man wegen sin zu —0,cos$r=0, die Slei- 
dungen: 
4--1=0 woraus folgt: g=coin=} 125) 
2—-1=0,- q=o0s;n=V z wie in 90) 
K— 210, g=coin=} V33+ V5). 
und: Diefe Wurzelgröße nach der befannten Formel: Ä 
Vleasy b=V }a+V (@—b)}EV AV @°—b)] 126), 
behandelt, gibt‘ cosgn—=1(1--[/ 5), ferner ift 127) 
4? —3=0  qg=cain=ıV3 128) 
8 -8q? +1=0, q=csın=ı(l+V}) 129) 
5 — Og?+-5=0, q= cos 1,5 =4(10+2V 5) 130) 
Aus diefen Werthen findet man wermittelft ber Formel 86) 


124) 


nan=z — 131) 
sinin=ıV (5 —2 2) - 11132) 
sin Jay (—1 +V’5) u 133) 


Setzt man endlich in 88) und 89) 17, und 3 ſtatt - 
ſo erhält man 


mE Shin, | . | 134) 
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eos(intp)=ilcs®FsineV3) 135) 
sin (x A) Icos B äsSin v3. 15) 
cos (zu tf)=y%[cos®yY 3 r sinß), U 137) 


wotaus ſofort folgt 
sin(„n +f)=cos(z sp), cos(int Pß)= sin(! nzß) 
«wie (131) Ä 
138. Die Formel 93) gibt, wenn man einmahl 
By und dann 4—/ flatt 8 feßt, mit Rüdfiht auf87) 
eos(@+P+y) +cos(+y—a)=2cosacos(®+7y) 
‚ cos(e+P—y)tcos(ety—P)= 2cos acos( Ey), 
deren Summe , wegen 93) 
cos (+ ß-+y)+ cos(P-+y—a) + cos(&-+y— P) 
+cos(e+$—y)=4cosa.cosß.cosy, wird 138) 
Setzt man,hiet 3a, PR, 3y flatt a, 6, y und be: 
zeichnet die halbe Summe 3 («+ +7) mit 0; fo folgt 
c0s0 +cos(0—a)-+ cos (6 —- 4) + cos (o—,) 
=4cos}a.cos} P.cosyy + 139) 
Wofern a-P+y=r if, wird, — Ä 
cs0=L0, cos(—e«) =sina,u.f.f.alfo. 
sine+-sinß-+-siny= 4 cos! . cOos 26. cos F 140) 
Man ſetze hier ſtatt a, 4, nach einander 
10,7% —ß, T—yY - 
n—a, —-P,n—y ſo erhaͤlt man die Gleichungen: 
n—a,n—ß, — Y | 
sin $+siny—sina=%cosla.sin! 24. sin hy | 
siny— sine—sinß=4sinya.costP.sinyy 1 141) 
sina+sinß — siny=4sinya.sinyß.cosyy | 
multiplizirt man nun bie erfte biefer Gleichungen mit 
142), und die beiden Ießten mit einander ‚und berück— 
ſichtigt 101), fo erhält man 
(sina-+sin P+siny)(sin P-Hsin ysina) 12) 
4 sin ß. sin y | 
(sina-tsin ysin B)(sin atsin B—sin y) | 
— — — 77 183) 
sin B.sıny | 





—— 


Antja= 
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V. Goniometriſche Hülfsfunktionen. 


137. Die Hülfsfunktionen tg., cot., cosec., Sinv., 
cosv., ftehen zu den Hauptfunftionen sin cos, in Bes 
ztehungen, welche aus den Gleichungen (130) 5 limmt 








werden. Es iſt hämlich 
sSin 
igo= lost | | | 144) 
1 
sece — 145) 
cos & 
am — . 146) 
in a * 
1 
cosec — | 147) 
- sin u 

sinva—=1— cos & nt " 148) 

covea=1—snu 199) 

und die Gleihungen e) und &) geben noch | 
se?a=1+tig’« Ä 150): 
 cosece?«=i+cot?«. u | 151) 

‘Aus 144) und 146) folgt unmittelbar 

sin & Cos a.tg @ 152) 

05% = sina,cote, und eben fo aus 145) und 147) 153) 

seca.cosa—t 154) 


sin a.coseca—=1, wenn man aber 144) und 4146) 155) 


mit einander multipligirt‘, wird - oo 
tga.cota—=1 156) 


138. Set man in 144) nach einander 8 ame 
ſtatt &, fo erhält man: F 





sin sinzn _ 
= 5 * 0, 1s à sin vum, ‚tn=0, 
Bin=—», 1200; und eben ſo findet man 
aus 145) 


sc0=1, sec In-® ‚sen=—1, secjn= ©, 
scrln=1, ferner aus 146) 
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cot 0=00,cot4r=0, co un =—oo, cot sn=0, cot?n—0 
aus 147) 
cosec0-+ o,cosec zn —1,coseen= @,cosein—=—1 
cosecꝰ ⸗ aus 148) 
— sinvO —4, sinv —=1, sinvn=2, sinv 3 n=1, sinv 2n=0 

| endlich aus 149) 
cosv0O=1, cosuln =0,. cosun= 1, osv3n=2, 


esv?2ı= 1. 
| 139. Da man sin Gar e«)=cos(4rs te) bat, 
ſo iſt auf 


te (in Fo)=cot(in te), und‘ sec! + e) = 
cosec(gr+a) d. i. bei zwei Größen, bie zu: 
fammen 37 betragen, iſt die Tangente der 
einen, zugleihKotangente der andernGr& 
Be, und bie Sefante der erfteren, ift bie 
Kofetante der legteren, und umgekehrt. 


, 140. Beflimmt man den Werth von sec « aus 
der Formel 150) und fest ihn flatt * 
152), ſo 2. man Ä | 

"ar: Far tg)’ und eben fo folgt aus 153) | 157) 
1 


| 1 
ga De a mn an \ 158) 


ſtatt 5 e ſetzt, wird 





7 in die Formel 


NEE 5 
cot 


. Y (1-+ cote «) ln | 160) 


141. Dividirt man bie Gleichungen 88) und 89) 
durch sine. sin ® und dann durch cos a. cos ß, fo erhält 
‚man wegen 144) und 146), 





‚und 459) 


cOos = 





I Br 
v. Goniometriſche Hülfsfundtionen, | | 127, 
or Ä fi Io - 
Mar _ oB+ca 461) 
sina. sin ß ° 
cos ( +) _ — | 
— — lee cota.cotß 71 462) 
‚sin(&. X BP) | 
— B- =tgahisf 163) 
cos(@ T-ß) 
cos u.cos ß 
L durch einander eteilt 
bs ((tPß)= — und eben ſo folgt aus 465) — 
den wei erfieren Gleichungen . 
cota.cot$ßF1 | | 
er (+9 = cotß+cote " 166) 
‚St hir a—=P, fo geben die oberen Zeichen 
2tgo \ u 
1—tg? a’ 167) 
co? a —1 
Dan hat aber sin! n=cosim, alfo tg In=oot/n=1 169) 
und für dieſen Werth von a, gibt 165) 


sin = —— mi) 170) 


| cot ßF 1 . we | 
alla) cr In an I 
442. Dividirt man "die Gleichungen 95) und % 

| mit einander, fo erhält ‚man, 

!ina--sın _ tg 1(@+ß) * 

5 und eben ſo aus 172) 
7) und 98) 1 . * r 

cosa- cos ß we 
— ——— cot se" . 17) | 


Auf gleiche Weiſe erhält man aua 107) und 1086) 





—=1Ttguo. (EB; bie beiden ledteren ge⸗ 164) 








T 20* 





| 
| 





NY 








| sec2ßf tg 282 7 


1—cose . | 474 








ctha=V — —: multiplizirt an aber den 175 


Zähler und Nenner des Bruches einmahl mit 1 cose, 
und dann mit 1—cos«, fo ergibt ſich 








1m sin® _1—cos«@ 476 
ea Arcose Sin æ ' 76 
1+cose Sin | 
= zz 8 | 
=” sin@. A1—cos®@. 177 
Aus 174) est aber, wenn man 24 nat @ febt 
Zen —tg:Pß 
tg P= alſo — aVvoder 
wegen * N 
4415 
sec 2P= en ſolglich hat man aus 167) 178) 


17218 +15’ _ BETT En 
— 7 (IHis (He P)A—188) 


_1 + ITtgP ⸗ 

—74 daher iſt wegen 170) | . 
sec2ßTts2P=ts(4ntß),d.i. © 1) 
sece2ß=}itg Gr+P)riglgn—B)] | 180) 


| Multiplizirt man 168) mit ts a, unb ſubtrahirt von178) 


nachdem man « mit vertaufcht hat, bie Einheit, fo folgt 


”en2adgamscc2a—l .. 181) 


Die Gleichung 148) gibt cos@—=1—sinve, und die- 
fen Werth flatt cos æ im Ausdrucke una = inte) 


gefetzt, erhält man 


sina=)Y (2sinve—sinv®e), und eben fo | 
eos@=Y (2cosv @—cosv a) | 182) 


‚Die Kormel 164) gibt. .. 
 cos(erß)= cosa.cosß(1Ttige, 128), 


woraus mit Rückſicht auf 145) folgt, | ‘ 


t 
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sec(* + P)— . und eben ſo erhaͤlt man 184) 
Ö x 
ca. cosecß' FI 
cosec Ge No 185) 


Sept man hierin a=f, fo wird 


sec da — ma übereinftimmend mit 178), und’ 186) 
— g? ' 


 cosec?@ sec?a = | 
vosec 2a —— u mm 187) 
2cota Isa 


144. Gleichwie sinx, cosx, tgx,u.f. f. Funk⸗ 
tionen von x find, fo kann man umgekehrt x als Funk⸗ 
tion von sinx, oder von cos x, oder von tgxu fi f. | 
betrachten ; man bezeichnet fie dann fo: wenn 
sinx=yift, fo hat manx= art, siny 
cosX= y x =arc, cosy 
gs x=y x=actyuf.f, 

So gibt die Formel 101) wenn man sinf=y,ale - 
cs$=YV (1—y°) ſetzt, durch Umkehrung der Zormel 
in2=2yV 1—y®), | 
ß= art. siny = Laxc,sin 2yV 1— y*)) 188) 
und die Formel 165) gibt, wenn man z | 
se=x,tß= y ſetzt, 


arc.t x* arc. ty = arc.tg Di iweide für x y189) — 
4 


in are. tx = Larc.tg ; 2 — = übergeht. 190) 


/ 


PT 
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145. Setzt man cos x gleich einer Reihe, welche 
nad) den Potehzen von x fortlauft,. fo muß da& von x - 
freie (Glied = 1 werden, weil cos U =1 ift, auch kann 
Ne nur gerade Potenzen von x enthalten, weil fie gemäß 

Kutit'z Analyſis. 9 
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Ber Formel 87) ſich nicht ändern barf, wenn man —x 
ſtatt x fegt. Es fei alle " 
- cosx=4-FAx? + Bxa Cx +Dxrt +...) und 
- eben fo u . | 
cosy=1-+Ay? rBy' “-Cyö-t..., daher 
cos x. cos y = 005 X +Acosx.y?+Bcosx:y*...P) 
Han hat aber nach 93) 0 
2cosx.cosy=ccs(XT y) + cos (x<—y), und es iſt ber 
Form a) gemäß | | | 
cos(x+-y)= 4--A(x+y) +B(x+y)+C(x+y)°+. | 
cos (x—y) —=i-+ A («—y)’+B(x—y)’+C(&—y)°+ 4% | 
mitsin | 
1[cos(x +y)-+ cos (x —y)J)=1+A(x’-+-y?) 
BE +62? 7? Hy) Ce Hit yPr.. .) 
| \ | + Dix! +282° y°+...) 2 
entwicelt man diefen Ausdeud, und ordnet nad) y fo 
‚erhält man 1 + Ax® Bx 4 Cxs -. . 
+ (A+-6Br° + 15C0x* + 28Dx° +....)y? +ayHßyc 
fegt man nun hier und in 4) bie Koeffizienten von y? | 
. einander gleich, fo folgt J | 
-A-+6Bx? +15 Cx? +25Dx°+... —Acosx 
— A--A?2x2 + AB--Ä0GKS +... 
woraus man die Gleichungen erhält 
, A=A: bieß gibt A=A=2A: 2! 


6B ⸗ B FAM (CAM): 4 
15C = AB Ce AB=(A)2:6!- 


2SD-AC u. f. fe D=azzAl=(2A)%: 81° 
man hat alfo 


JAx2 YA\2x4 2M) x6 YANaxs | 
cosx=1-+ a x „ee +..0) 





Da für A jeder Werth geſetzt werden kann, ſo hat man 
unendlich viele Reihen, welche alle dieſelbe Eigenſchaft 
mit cos x gemein haben. 


| 
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146. Die Reihe, welche sinx ausbrädt, kann nur 
ungerade Potenzen von x enthalten, weilnad 87) sin x 
fein Vorzeichen ändert, wenn —x ftatt x gefegt wird. 
Setzztt man alfo sinx= ax + bx? exꝰ +...e) daher, 
siny=ay+byt-Hey° +... fo folgt 
— sinX.siny=—(asin.y+bsinx.y’-Hesink.y’-+..). .n) 
Nun ift nach 94), [cos (x--y)— cos J 
und nach den Formeln 5) 
3 [cos ) - cos (x —y)] | 
Ä — (2Ax + 4Bx® HöCT’+..)ytuy’ Hi... 
ſonach ift 2Ax-+ AB -bORS5 . .. —a sin x 
| =—ex—abrr ar... 
worand die Gleichungen folgen t 
2A=-—a? wer A=— 1a? = —ar: 21 
4B=—abb=—-4B:a=— 2 Ata=— at: 3 
60 —- at, & —- 60: 2 —6(2A)*; slam pa’ :53 — 
D=—ad,d=--ar:Ttuff | 
ubflituirt man die für A, md b,c,d... gefuns ' 
denen Werthe in den Sfeichungen 9) und e), fo erhält man 
! .,  a®x2 .adx4 a6y6 | 
te 


| az ‚ax a’x? 
sinx—ax — 





«os 


st "Ho 7“ 
wo jetzt nur noch der Werth von a zu fuchen ift. Ant. 
‚einfahften iſt es aber a1 zu nehmen, da danısinz, 
cos X natürlide Sunftionen von x heißen; 
dieß gibt: 
x x 2x6 2° oe 
—— er tg 1) 


x>3 x x’ 
einzu + 


| 71751 | . 

| 147. Dividirt man diefe Keihen mit einander, ſo 
erhält man die für /gX,cot x zugehbrigen Mbihen, au 

/ vr 


— 824— .. 102) 


| * 
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dieſem Ende ſetze man 
1X Auer Orr + Dir 4 .. 


wo die Reihe nach ungeraden Potenzen von x fortläuft, 
weil fs(-)=—tgx iſt, alſo die Reihe ihr Vorzei⸗ 
chen ändern muß, wenn man — x ſtatt x ſetzt. Multi⸗ 
plizirt man. beiderſeits mit cos x 1- x⸗ + wart — 
fo erhält man leicht 

sin x=Ar+(B—; ı A)x* + — ıB+ „,A)r + oo. 
und wenn. man bierin die Keihe für sinx fubftituirt, 
fo entitehen die Bedingungsgleichungen: Ä 


mA, ...- woraus ſich ergibt A= 4 
4 A 1 
— — mB— — — — 
3! 2! B 1.3 
1 B A | 2 
man hat alfo = DE 
x3 2x? 17x! wu 
eertztgg 3. rissrsat * 193) 
und auf gleiche Weife findet man 
4 x xs 2x 
— — —— — — .·... 194 
cot x x 13 1.3.5.3 1.3.5.7.3® >) | 


148. Die Formel 80) gibt, wenn man xy —1 
ſtatt x fegt, und berüdfichtiget, daB (V — 12 = —1, 
V-)=—-V—l Vv-1- ri VÄr-V-4 


l u f. f iſt, 
x® ay-f x* eyl xs 
SH 1-5 > TREE Th TOLBEe T ER 63 


ober wenn man bie möglichen und bie unmöglichen Glie⸗ 
der zufammenftellt,, fo erhält man wegen 191) und 192) 


— =cosx+sinz.Y —1, und eben fo . 195) | 
eV Azcos x—sinx.y —1; woraus fo fort folgt: 196) 
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cos x (e* 8 re Vi, und j 197) 
tt 





sinx=— 37 ; baher Ä | 198) 
eV — — 
Igx — —7— welches oben und 
Ca. ap Vor Ba 
unten mit e wa multiplizirt, gibt 
err-i_ .. 
BIS — ˖ Wenn gleich dieſe Ausdrüde 19) 
Toy | 


in einer . imaginären Form erfcheinen, fo fieht man doch, 

daß diefe bei ihrer Entwidelung wegfält, mithin ihnen 

nur fcheinbar zukommt. — 
Setzt man nun in — *& 196) nx ſtatt x, fo folgt 


et V— 1 m cosnx+ sin nx.V —1. Allein 200) 
et Vi (eV 1, = (cosx }sinx. V 1”, 


| 

mithin hat man 

 (osxLsinzx. VD" =csurtsinn. 1 201) 
| welcher vom Moivre zuerft angegebene Ausdrud ber 
Moawr'ſche Lehrſatz genannt wird, j 
| 


449. Wir wollen nun die Ausbrüde für bie Po⸗ 
tenzen der Sinus und Kofinus einer Größe 2, buch 
die Sinus und Kofinus ihrer Vielfachen entwideln, und 
umgelehrt diefe bucch jene beflimmen. Sei alfo _ 
cosz-+-sinzV —1=t, cosz—sinz vV—i =u@) 
fo erhält man durch die Addition dieſer Gleichungen 
2c052 t Pu, und dur die Multiplikation derfelden - , 
iu= cos? z-Fsin’z=1, alſo auch tur =1, t’u?=1 u. ſ. f. 
Run iſt 2° cos 2 (t Fu)” =" nt""!u4+([z) t""ru® 
tu... atatntupur, oder 


N } ! . 
\ r I N h. 
D 





 W=cosnz-Hsinnz. VAI, Et" =cos(—n2)+sin—nz)/ —1, 


—— 


—8 Mreethohe · des unbeſtimmten Koefftzienten. 


| weil wt1= -  — = mm und 


ae re re 
at DR, 9) 
tr mıymeı 41 
fie2 m 


‚Wu 
W=- =t" il Man hat aber aus 201) 








und wegen 87) cos n2=cos(—nz), und sine —nZz)=—sin nz, 
„daher tl? Lim — cogitz , und eben fe folgt 

a -a- 2 %cos (n 2) 3, PAα!ÜC 
=2cosn—4z, u. f. f.; wenn nun n eine gerade 
Sahl bedeutet, fo iſt in 4) nach (18) dad mittlere Glied⸗ 


rs (4 1) c0s02= ( } in)! ım Gegenfalle aber gibt | 
es zwei mittlere Glieber mit gleichen Koeffizienten 


(m 9). deren Summe ('; m n) t-Ft ı Ä 
=X(, (n— N) cos z iſt. Hiernach gibt bie Reihe 4) 


2” Loos "2=cosmz’tneostn— 24 (2 2 )bos(a—4)24.202 | 


Setzt man hierin ſtatt m nad) einander 2, 3, 4...3 
ſo folgt 


2c0822* = cos9 +1 


4 cos®1= c0s 32.43 cos2 er 
Bcostg=cosds +4cos 27 &3 203) 
16 cos °7 = cos 57-4 5 cos 32 -+-.10.c0s 2 | | 
92. cos 62 cos 62 +6 cos #2 + 15 cos 23 - 10 


| 450. Zieht man. aber bie Gleichungen &) von eins 


ander ab, fo erhält man IsinzV —i= —t—u, alfo 


DR sin”z “⸗ —141)"=(t—u)", duch deren Entwide- 


lung die Reihe 4) wieder zum Vorſchein Fommt, nur 


daß ihre Glieder wechſelweiſe pofitiv und negativ werden, 


⸗ 
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Wenn nun n eine gerade Zahl bedeutet, ſo haben die 
vom Anfange und Ende der Reihe PR) gleich weit, abſte⸗ 
henden Glieder dieſelben Zeichen und man erhält hier⸗ 
aus wie zuvor g 
+M sin"Z— cosnz—ncos(n—2)z +(2)costn N. 20 

wo das obere ober untere Zeichen gilt, je nachdem n- 
eine durch 4 theilbare Zahl iſt, oder nicht wofern aber 

n eine ungerade Zahl vorſtellt, fo haben die Glieder 


RI, u. ſ. f. entgegenge⸗ 
ſetzte Zeichen, wodurch 


—E——— V—i,t — ——— 
u. ſa f. wird, man erhält alfo in dieſem Falle nad) Be⸗ 
feitigung des gemeinfhaftlihen Zaktors Y —1, ben 
Ausdr uck 
+ sin n—n nl r-Hnsintn Au 205) — 
und hier iſt das obere oder untere Zeichen zu nehmen, je 
nachdem n durch 4 geheilt, die Reſte 1 oder 3 laßt. 
Vergl. 3.1.96. Hiernach iſt 
—2sin?2z=cos?2—1 
—Asin®eg = in33— 3 sint 


| 
| 
| 


" Bsint z= sin4&z — %cos?22z-+- 3 296) 
46 sin: z =.sin 52 —5 sin 32 + 10 sin 2 nt 


151. Setzt man in den Gleihungen €) cosz=dq, 
snz=p, alſo "= (g-+-pV — 1)”, und entwidelt 
diefen Ausdruck nach dem. binomifchen Lehrſatze, ſo er⸗ 
hält man | 


Feng y1-(} Dr IN Ye FV-t 
OTTH TI --() 
=g’ < J ’+6 J — 124 U 2 - 


| 
— 32 sin 6Z = cosbz-—-6 cos Az-+- 15 cos dz— 10 2 
| 
| 


—4 
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+V—-1n A —* 


oder weil 1" =e.cosnz + sinnz V —1 if, fo wird, wenn 
man bie möglichen, alfo auch bie unmöglichen Theile 
biefer Ausdrücke einander gleich fegt 


— u a ea ar 
enmtag” 1 3, sep 7 +6 J 4 tb RE 


152. Die ; Sormeln 195) und 196) sim —8 
TV -1=rosx Sin x. —1) 209) 
durch deren Subtraktion man erhaͤlt | | 
2xy—1=j tn. —t Pi oder wenn man 

cos x — sinx./ — | 

Zähler und Nenner mit cosx Siofirt N 

—_ 1476 x. — 1 ” 
2xy —1= ——— 210) 
Entwidelt man diefen Ausdruck mittelft der Reihe 8), 
und befeitiget ben gemeinfchaftlichen Faktor 2V—i, 
fo findet man leicht 
XmigX— te! x lie ’2—i ts en ... 211). 
man erhält aber auch diefe Reihe , wenn man in 193) 
z=AtgxHBie’xHliesh,,,,. geſetzt, und 
bierauf die unbeflimmten Koeffizienten A, B, GC... 
entwidelt hätte. 

153. Man fege a-—-b=1 im, fo # *s —X 
= ts4 t 1, es iſt aber nach 165) 








—* 1— tea 
ta (8 Ile IF Re er 1, woraus tg h= Fern 


folge: iſt nun ser fo. wird dann sb=t, alſo 

nach 211) | 
=, N’ + (9 -. „bsi-tl) +4). 

- Die Summe ie aweier Glieder dieſer Reihen, nãmlich 
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eines pofitiven und bed nächfifolgenben negativen Sie 
des iſt 


1 _1_ 3 3n+8 
n. 1.20 "(nr2j2Pr2 nlahajante 
41. [1 _8n+18 18° 


n.d" — am+2)irt? 

und weil hier immer n eine Bahl vom der Form J 41 

iſt, ſo wird dieſe Summe beziehungsweile. 
3(4k-+-1) *8 | 
erg ey Free — 





k und. 





| FF akmarsr 
Sk) -+18 
| 





| 1 
—E U 837 —E +3)9°* 


FH RR“ — 
| mittelft Diefee Ausdrücke zuwandein ſich obige Reiben ü in 
11/7 1 1. 


* au 131572» rat —). 


1 2 3 n 
+7 ET ETEIBUERETE TRUE ) | 
e 1 1 1 0 
| Stetrnet ) 

327 1 2 3 | 

tar tgm FIBMFER EYE m ) ’ 

welche Reihen ſchnell abnehmen , ihre Summe gibt 
ırb=in, daher na —=4ta+b)=3,14159265 . 
wie oben. Eine noch ſchneller Fonvergivende Reihe ergibt 
Rh für 76, wenn man sam $ fest, dann folgt aus 177 








Islam — 2 und für diefen Werth wird 
| 2.5 
ik=, — Wr 23 begeichnet man mit A den Une 
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terfchieb zwifchen Zu und 1, alſo 4 =42-im, fo 
bat man nad) 170) 


? 


te4a—1 1 . 
twA= Bere rss: 3359’ man erhält alfo mittelft Des 
Ausdru es 211) \ 


arm (+40). st 
‘454 Die’ Größe zu , deren numerifchen Werth wir 
fo eben angegeben haben, theilt man gewöhnlich in 180 
gleihe Theile, die man Grade nennt, und jeden die— 
fer heile in 60 inuten, bie Minute in 608 e: 
kunden, ober aben was zur Vereinfachung ber Rech⸗ 
nungen viel beiträgt, man unterfcheidet die Grade nad) 
dee Dezimaleintheilung in Zehntel, Hundertel 
u. ſ. f£ Die ’goniometrifchen Tafeln enthalten gewöhn⸗ 
lich die Sinus und Zangenten einzelner Grade und ihrer 
Theile, nebft den briggifchen Logarithmen dieſee Funk⸗ 
tionen, weil hieraus die. übrigen goniometriſchen Funk: 

‚ tionen leicht abzuleiten find.  - | 
—W | | ı 
| 

VIL Die höheren Gleihungen 


155. Man nennt Wur zel einer Gleichnng 
xm-Axmra Bæmceæ ... +Px +Q0=o! 

jeden Werth w; welcher ſtatt x gefest, diefer Gleichung 
Genüge leiſtet, für welchen nämlich 
win 4 Awm-ei 4 Bum-- -.... +-Pw + MG wi 
8. B. Die Wurzeln der Geikhung z-x°— 5x? +x—6—0 
fd r=2,1=—3, ru’ —1, und eV 
Iſt nun w bie Wurzel einer Gleichung 

Ix= x Ax’rı 4Bæmva + ... Pr h0=o 212) 

uhd man bividirt fie mit <— w, ſo erhält man zum 

Quotienten eine Gleichung des nächft niedrigeren Grades, 
bie man buch f,x bezeichnen kann, tınd einen Reſt R, 


} 
ü 


J 
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fo daß man hat: F ec (X—W)F, x -.R.a Da dieſe 
Gleichung für jeden Werth von zw gelten- muß ,-alfo auch 
fa x=w, ſo wird hierqus fw—=R, es fol ;aber w 
eine Wurzel der Gleichung. fk=D0 fein, ale /w=o ‘ 
werden, Daher ift auh R=o, ynd jede Gleichu ng - 
fk=o iſt durd ben Burzelfalto: X—w in 
mer ohne Reſt theilbar. 
156. Seien a, b, e, ... p, q bie Benn de 
Gleichung 
——— Bene ... Pr + O0; 
fo maß Ax durch jeden der Wurzelfaktoren 
x—a, x—b, x—0,.,.0..X—Pp,x—4g 
ohne Reſt ch theilen Yaffen. Dividirt, man alfo x durch 
x—a, ſo iſt der Quotient Fix eine Gleichung des 
 (m—A)ten Grades, und man.hat = (x—a)f,x 
Dividirt man ferner /,x durch x—b, fo erhält man 
einen Quotienten f,x des (m--2)ten Grades, und man 
lat eben fo f,x=(x—b)f,x, alofx=(x—a)(x—h)f,x: 
dividirt man nun f,x durch x—0o, und febt den Quos 
tienten des (m —3)ten Grades gleih fx, fo iſt f,x 
= 0)fix, all fx= (x—a)(«—b)(x—c)fıx 
u f. f. es wird demnach hei dee Diviſion mit jeden fol= 
genden Wurzelfaktor der Grad der Gleichung um eine 
Einheit geringer, woraus hervorgeht, daß eine Gleis 
durg /x= 0 des mten Grades duch m — 2 Diyifionen 
auf den zweiten Grad herabfinft: und da dieſe letztere 
nur zwei Wurzeln enthält, etwa P und x==qg; fo 
kann eine jede Gleichung des mten Grades JXMο nur 
m-Wurzeln zulaffen: hiedurch wird dieſelbe ein Pros 
dukt von m Faktoren, namih 
A«=(zx—-a) (x—b) (x—c)... (X p)(zg) ua 
457. Wir haben aber nach 12) Ä | | 
— (x h) (zer +... kmp)(x—g - 


; | 
A . - Ss 





4 


! 
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= X— An + Brm" ix. 4. ..o. +PrF0 


hält man biefen Ausdruck gegen bie Gleiyung 212) fo ’ 
‚ erhellet fogleih, dag in einen jeden vollftändi- 


gen und geordneten Gleihung ber te 
Koeffizient der Summe fämmtlider Wur— 
zeln, der 2te Koeffizient der Summe 
allerBßerbinbungenje zwei berfelben, der 
Ste Koeff. der Summe aller Verbindungen 
jedrei, u ſ. f. endlih der legte. Koeff. 
dem Produfte fämmtliber Wurzeln, und 
zwar mit gigenen ober mit entgegenge 


. festen Beihen - genommen gleih fei, je 


nahbem berfelbeinder Reihe der Koeffi- 
zienten eine gerade ober eine ungerade 
Stelle einnimmt. Am obigen Beifpiele iſt bie 


- Summe fänmtlider Burzeln mit dem entgegengefeßten 
Zeichen genommen =— (2? — 34V — 1 VN=+Ä, 
die Summe ber Produkte je zwei derfelben = —5, je 


drei derfelben mit entgegengefegten Zeichen = 1, und 
das Produkt fämmtliher Wurzeln = —6, 


158, Geht alfo in einer Gleichung ein Glied ab, 
fo find ihre Wurzeln fo befchaffen, daß die Summe 
ihrer Verbindungen nach dem Zeiger, welcher der Stel⸗ 
lenzahl des Gliedes gleich kommt, null ſei. Hiernach 
enthaͤlt eine Gleichung kein erſtes Glied, wenn die Sum⸗ 
me ihrer poſitiven Wurzeln, der Summe der negativen 


gleich iſt, kein letztes Glied, wenn eine der Wurzeln 


ſelbſt null iſt, in welchem Falle ſämmtliche Glieder der 
Gleichung durch x theilbar find, und daher ber Grab 


- ber Gleichung um eine. Einheit vermindert werden kann. 


3. 3. die Wurzeln der Gleichung . 
ss —7z2r6=0, fnx=1,x=2, und x=— 3, 


⸗ 
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\ 


und Die beiden poſitiven Wurzeln zuſammengenomnen 


find der negativen gleich, 


159. Wenn eine Gleichung ganze rationale Zahlen 
zu Koeffizienten hat, fo kann fie irrationale und unmög- 


liche Wurzeln nur in gerader Anzahl und paatweife ent⸗ 


halten, fo zwar, baß einer jeden Wurzel «HA k, 
eine andere =a— Pk zugehört, weil nur dann das 
Iegte Glied der Gleichung , oder das Produkt fümmtlis 
her Wurzeln. eine ganze rationale Zahl werden fannz 
man hat nämlich, wenn K dad Probuft aller rationalen 


- Burzeln vorſtellt, Q=K («+eV’h) (.-pVk 


 =K(a® —kp2), welcher Ausdruck immer eine. ganze 


rationale Zahl iſt. 
Iſt k negativ, fo find die durch = + BY k ange⸗ 
deuteten Wurzeln imaginär, und ber eingeklammerte 
Faktor wird nun a? 4 k 8° eine ſtets pofitive Zahl; es 
geben alſo ſämmtliche imaginäre Wurzel 
fattoren eine Gleichung, Deren letztes Glied 
pofitiv iſt. 
160. Hat num eine Gleichung x eine Anzahl 
reeller Wurzeln a, b,...—a,—b’... und meb: 
tere imaginäre Wurzelnpanre deren Produkt eine Glei⸗ 
hung T gibt, fo folgt 
h=T(x—a)(x—b)... (xt) (<br). 
Das von x freie Glied erhält man, wenn x= 0 gefeßt 
wird , gleich bem Produfte aus dem legten Gliede der 


Gleichung T, welches eine pofltive Größe ift (159), in 
de Fakyoren — a,„ —b, ... +a, +-b/, o..: WOTrs 


aus erhellet., daß die reellen negativen und imaginären 


Wurzeln auf dad Vorzeichen des legten Gliedes Feinen 


Einfluß haben, hingegen ift es pofitiv ober negativ, je 
nachdem die Zahl der reellen pofitiven Wurzeln einer 


 Geihung gerade oder ungerade ift. Hieraus folgt, daß 


i 


N 





« 


u , | , | | v. ” « 
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‚‚eine&lrihung von ungeradber Ordnung me 


nigftens eine reelle Wurzel hat, derenZei— 
hen.dem Seien ihres letzten Gliedes ent 


| gegengefegt ift, und dag eine Gleihung: 


von gerader Ordnung wei reelle Wur= 
zeln befigt, eine pofitive und eine negas. 
tive, menn ihr Endglied negatip ifl. | 


161. In einer georöneten Gleichung fx = 0, bilden 


. gleicher Zeichen je zweier Machbarglieder eine fogenannte 


Zeichenfalge, ungleiche Zeichen aber einen Zei⸗ 
chenwechſel. Sind nun ſämmtliche Wurzetn der 
Gleichung reell und poſitiv, fo werden die numeri⸗ 
ſchen Werthe der Koeffizienten A, B,CG...0Q (157): 
wechſelweiſe gofitiv und negativ, daher erhält die Glei— 
chung lauter Zeichenwecfel, und es Fann eine Gleichung _ 
- nur dann Beichenfolgen enthalten, wenn fie neben ben 
pofitinen noch negative Wurzeln hat. Nehmen wir nun 


an, eine Gleichung fx enthalte, mit Hinweglaffung der 


einzelnen Glieder, die Zeichen in folgender Ordnung : 
+—- + tr— +++ —t—-+ 

welche auch auf jede andere beliebige Art gewählt werben 

kann; fo erhält man, wenn in biejelbe Gleichung eine 


_ Negative Wurzel eingeführt, alfo fx mit x-+ı multi- 


plizirt wird, folgende Zufammenftellung der Zeichen 


7— — +7 ro + —— 4 

ö —— 

—u — u u —— u un u . u u u u — 
man ſieht, daß im Produkte nur jene Zeichen ungewiß 
ſein können, wo in ben beiden Summanden ungleiche 
Zeichen zufammentretten, und melde bier mit u begeich» 
net erfcheinen ; ‚Ihre Anzahl ift demnach gerade, fo groß, 
als Zeichenwechfel in der Gleichung fx vors;anden, find: 
ferner fällt in die Augen, daß dieſe unbeſtimmten Zei⸗ 











VII. Die höheren Gleichungen. 143 
46 

chen zwiſchen gleiche oder ungleiche beſtimmte Zeichen zu 
‚ fehen kommen, je nachdem ihre Anzahl gerade oder un- 
‚gerabe ift. Beflimmt man nun diefe u willführlic und 

7 daß die größtmögliche Anzahl der Zeichenwechſel im 

Hrodukte entfteht,, welches geſchieht, wenn man die u 

wechſelweiſe mit + und erſetzt, fo erhält man offen 

har eben fo viele Zeichenwechſel, als es u gibt, und 

daher hat dad Produkt nicht mehr Zeichenwechfel als 

die Gleichung Fax felbft, oder was einerlei ift, eö hat 

die neue Gleichung wenigſtens eine Folge mehr als die 

| vorgelegte: und eben: fo beweifit man, daß durch Ein- 
führung einer pofitiven Wurzel in irgend . eine Gleichung 

x, die dann, zum Vorſchein kommende Gleihung wes 

nigſtens einen Zeichenwechfel.mehr erhält. Hieraus folgt, 
daß eine Gleihung niht mehr negative. 

Wurzeln haben tann, als fie Zeihenfols' 

genenthält, und nicht mehr pofitive Wur- 
zeln, als in ihr Zeihenwechhfel vorfommen.. 


| 162. Fehlen in einer Gleichung eins oder mehrere 
Glieder fo kann ‚man ihre Stelle, fowohl durch +0, 
als auch durch —o erfegen , und hienach die Zahl der 
Vechſel und Folgen der Gleichung beſtimmen., Erſcheint 
| nun in beiden Fällen nicht diefelbe Anzahl von Zeichen= 
‚ mehfeln und Folgen, welches fo oft Statt hat, als 
zwiſchen zwei mit- einerlei Zeichen behafteten Gliedern 
ein Glied abgeht, fo hat die Gleichung unmögliche Wur- 
in. 3. 9. Die Gleihung x -3x? —4=o gibt 
durch Ho ergänzt +0 +32? +0 —4=0; man 
erhält alfo für die. oberen Zeihen +++ + —, 3 Fol: 
gen und einen Medfel, für die unteren Zeichen aber 
+— + — —, 3 Wehfel und cine Folge. Die Wur⸗ 
zeln dieſer Gleichung, ſind x= 1,x= —1, x—2? V—Ä1, 
wxr—=—2/ —1. Wofern in einer Steigung fein 


⸗ 
‚ , i 
” 1 .r r pr 
pP | — . ‘ 
Rn 
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Glied abgeht, ſo kann man das Vorhandenſein imagi⸗ 
närer Wurzeln dadurch erkennen, daß man dieſelbe mitx+-r 
multiplizirt, und in der ſo entſtehenden Gleichung die 
Werthe von x fo wählt, daß hiedurch ein ober mehrere 
Glieder ihre Vorzeichen ändern : hat nun die neue Glei- 
chung bei den angenommenen Werthen von x nicht durch⸗ 
"gängig fo viele Wechfeln und Folgen, als inder urfprüng- 
lihen Gleichung mit Rüdficht auf die eingeführte Wur⸗ 
zel vorhanden fein müflen; fo enthält fie unmögliche 
Wurzeln. 3. B. Die Gleichung 
xt ı.2x° — 4x? —- 5x— G=omixckr multiplizirt, gibt 
x5+ (2+r)x’+ (2r—4)x® — (5+4r)x?— (6-Hör)x—Hr=o 
für r<2 iſt dad Glied 2 —4 negativ, alfo entftehen 
die Zeichen + Fr — — — —: hingegen für - 
ı>2, + +rr———3e kann alfo bie Gleichung 
unmögliche Wurzeln haben: in der That find ihre Wur- 
zen +23, — 3, und (—- 14V —3) Siche 8.1 24. 


163. Sei f&= (x —a)"(x—b) (x)... eine 
Steihung des mten Grades, welche n gleiche Wurzeln 
a, r gleihe Wurzeln b, und andere m—(n +r) uns 
gleiche Wurzeln enthält : ftelt man fie durch 
zn... Km . . . Oxe⸗ + Pr + 0Q=ovor, 

ſo ift nad (157) Q= dem Produkte ſämmtlicher Wur⸗ 
zeln, unter denen a nmahl, b rmahl vorkommen, mit 


hin iſt Q.eine durch ab’ theilbare Zahl: ferner bebeu- 
tet P die Summe ber Verbindungen ber m Wurzeln 
nad} dem Zeiger m —1; allein eine jede diefer Verbin—⸗ 
dungen kann die Wurzel a nicht weniger ald n— 1Imahl, 


die Wurzel b nidht weniger als r— Amahl enthalten, 
ſonach muß P durch ai ymi ohne Reft theilbar fein : 


eben fo ergibt ſich dag O durch army? theilbar fein 
müͤſſe uf. £ und allgemein eö bedeutet K die Summe 


* 
x 


* 
J 
\ 7 
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der Verbindungen der m Wurzeln nach bem Zeiger ” 
m—n--1;iftnun n>r, fo muß unter biefen Vers ı 
. Bindungen durchaus a wenigftens einmahl erſcheinen, da⸗ 
her iſt Kſnur noch durch a theilbar. Hieraus folgt, dag 
fo. oft eine Gleihungn gleihe Wurzeln a, 
und x gleihe Wurzeln benthält, ihre n 
Endglieder vomlegten anzufangen durch 
die Glieder ber geometrifhen Reihe j 
Ri ee a a ee a,beziehbungsweife 
theitbar fein müffen 3. B. Die Gleichung, 
x? —24x° + 64x? +60x— 72 = 0 bat zum Endglied 
 72=2°.3°2, und die diefem vorangehenden Koeffizien⸗ 
ten 60=5.2°,3, .64=32,.2 find beziehungsweife 
durch 22,3 und 2 theilbar, fonach Bann 2 eine dreifache, 
md 3 eine böppelte Wurzel der Gleichung fein: fie iſt 
wicklich = (X — 2) (X +3). Berg. V. J. 212, 
| 164. Man nennt Grenze ber pofitiven Wurzeln 
einer Gleihung /x= 0, denjenigen Werth &, welcher 
| 
| 
| 


Ratt x in die Gleichung fubflituirt, diefelbe zu einer 
poſitiven Zahl macht: offenbar überſteigt fie hie größte 
pofitive Wurzel einer Gleichung , da bie lettere ſtatt - 
geſetzt die Gleichung auf Null reduzirt. Man ſetze 
in der Formel 34) a=1,ım gq=x, fo folgt 
= (K— 1) pen Lens 00 x +1)+1 
wendet man diefen Ausdruck auf bie einzelnen pofitiven 
Glieder der Gleichung u | 
ken Art Bene. .., »Pr4Q—=o an, 
und läßt die negativen ungeändert,, fo erhält man 
fz= (x — 1x" + (k--A) (x I)xmes 
HkHA+Be— Net... 


-(k-FA-+B-EC... )(@ 1) +. 
(k+A+B+.)(X—1)+k +A+B+r... 
Kutips Analpſis. ET Be | 








WERE 


- 


: 


x 


r “ . j u 
146 Mettode der unbefliminten Koeffizienten. 
X ” . 


m—r * . . " 
Seinun Gx _ das erfte negative Glied, unb man ver- 


| einige eö mit bem Gliebe der ‚trandformirten Gleichung, 


welches ebenfalls x" zum Faktor hat, ſo folgt 


[k+A-+-B--C-+ .. .)(x— 1) — G]e"" , und die⸗ 
fer Ausdrud wird. pofitiv, fobald man x gleich oder 
größer als 1+ Is nimmt 213) 
Berfährt man auf gleiche Art mit jedem negativen Gliede 
ber Gleichung, fo erhält man diejenigen Werthe von x, 
welche einzelne Glieder derſelben pofitiv machen; ber 
größte unter dieſen Werthen ift Daher nothmendig der— 
‚jenige, der dig Gleichung in eine pofitive Zahl umftaltet, 
mithin die geſuchte Grenze der Wurzeln. 3. B. Bei 
der Gleichung 4x? — 8x* + 23x 4 105x? —80x-H11=o 
dividire man 8 I und 80 duch 4-23 --105, 
fo erhält 3 und 2, alfo 1+-3= 3 die Grenze ihrer 


Wurzeln. 


Da ern ift, ſo folgt + >g 

und au 1 +6G>g; man darf daher in Fallen, wo 
e3 fi) um Darftellung allgemeiner Säße handelt, den 
numerifchen Werth) ded größten negativen Koeffizienten um 
bie Einheit vergrößert zur Grenzeder Wurzeln nehmen, wenn 


u gleich derjelbe nöch fehr weit von der größten poſitiven 


| Wurzel der Gleichung entfernt fein Bann. 


\ 


165. Wenn in der Gleichung | 
Fra" iL... 62” +. —Pr+ 0=0o 


GT Has erfte negative Glied, und M den größten ne⸗ 


gativen Koeffizienten vorſtellt, ſo muß offenbar die Summe 
aller Glieder pofitio werden, wenn man 


Mar yammimlı, .+xX+ 9) ober wegen34) 





. 
J 

| \ u 

mie _>, mithin auch, wenn man x fo 

— tyin 

nimmt, daß 


m—r+1 \ 
>) wird. Hieraus folgt 
ve 
x 


«-) M —— oder a? >M wied, ſo ge⸗ 
ſchieht jener Bam noch Figmer Genüge. Der letzte 


Ausvruck gibt über x>1HV M, und wenn man ftatt. 


— * die nächft größere rationale Zahl wählt, fo ers 


hält man g —1+yM. 3. 
x.-x3-29x2 92-1800, gibt ı=2, M=29, alfo- 
g=1+V 29=7, die Geenje ihrer —* die 
größte poſitive Wurzel iſt 4. 


166. Setzt man in ber Gleichung 


hk= xm + Aymeı + Bxmr2 ı ... —E— 
x ſtatt x, wodurch die Glieder mit den ungeraden Po⸗ 


tenzen von x ihr Vorzeichen ändern, fo erhält man für 
in ungerades m die Gleichung 
— x + Art - Brmoaz ... —Pr--Q=o 
dividirt man durchgängig mit — 1, fo folgt var 
xm __ Axeti 4 Bro __ .+Px-0=o, 


nofern aber m gerade ift, fo gibt obige Borausfegung | 
unmittelbar U — Axmuı „-Bxme2._ ,,, —_Px-r 0=o 


and die pofitiven Wurzel diefer verwandelten Gleichung 

find mit den negativen Wurzeln der Gleichung x = 0 

einerlei, fo wie ‚die pofitiven Wurzeln .diefer Peteren 

den \ negativen det erſteren gleich gelten. Man erhält 
40% ir 
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fd ’ 


M 
> zu nimmt man nun x noch groͤßer J daß ſchon 


DREIER 


oh Gleichung 244) 








2 


148 Methode der. unbeflimmten Koeffizienten, 


daher die Grenze der negativen Wurzeln ein Gleichung, 
wenn man die Vorzeichen jedes geraden Gliedes berfel- 
ben ändert, und für die verwandelte Gleichung die 
Grenze der pofitiven Wurzeln nach (164) oder (165) 
ſucht. Im Beifpiele (165) erhält man fo die trandfor: 
mirte Gleihung 2? —x® — 29x? + 9x + 180 = 0, wel⸗ 
der — 30 als Grenze der negativen Wurzeln zugehört. 


167. Eine Gleichung deren ſämmtliche Koeffizienten 
ganze Zahlen ſind, kann keine gebrochene Wurzeln b 
ben: denn hätte die Gleichung 212) eine Wurzel x* 
fo hätte man, diefen Werth flatt x gefeßt, 

m Ar mei Bp"”r: u . 
getarnt m 


‚ woraus folgt | 
ZPAPT + BP" gHCp"tge +. Rp ge; 
mithin wäre p’* durch qgfolglich auch p durch q theil⸗ 

bar, gegen bie Vorausfegghg. 

Jede Gleichung mit reellen Wurzeln, 
die keitie, irtationalen Wurzeln enthält, 
Tann alfo nur sans Zahlen zu Wurzeln 
haben,’ . 

168. Sei w eine Wut el der Gleichung 212), wodurch 
Wh * rı+, neh Ow +-Pw +Q=omir, 


die ae = WARNEN „—-Nw: wo 





—... + Nw-+0), 


bezeichnet wich biste ange Zahl mit P’, fo folgt weiter 
HU nn dp Awang ... + N)einergan- 


w 
zen Zahl gleich; fegt man nun 
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N) | N ' | 
r _— 0, tv u. ſ. f. 


+. B,® — A A; ; fo überzeugt man fich leicht 


daß au 0‘, we” 0. B/, A! ganze Zahlen fein mũſ— I 
ſen: nun iſt 


det ne 
DE PL 
I -2 ++ O +, alfo allgemein 
—E— 45* + + ... 2, und 
Ei + te 


multiplizirt man beide Theile dieſes Ausdrucs mit wen 
ſo wird 

Awt— Awmrı -Bwue +PR +0. 
Bubftituirt man diefen Werth in die Gleichung 
wa - Aw” .„Bwmr2.L. ,., Ow--Pw + Q=0 | 
fo folgt ww + Awm =0, oder A— — 1. 


169. Hierauf gründet ſich ein einfaches | Berfapren 
die — Burgen einer gegebenen Gleichung, welche ganze 
Zahlen find, zu finden. Man zerlege dad letzte Glied 
derfelben in feine einfachen und zufammengefehten Fak⸗ 
toren, und ftelle diejenigen berfelben, die nicht größer find 
ald die größte pofitive Wurzel der Gleichung (164) mit 
dem Beihen +, bingegen jene Xheiler die bie größte 
negative Wurzel nicht überfleigen (166) mit dem Zei— 
hen — in eine Reihe, ed wäre denn, daß ein unun⸗ 
terbrochener Zeichenwechfel in der Gleihung auf dem 


h 1 


[ 


- 


180 Mettope. der. unbeſtimmten Koeffisienten. 


Mangel negativer Wurzeln hinbeutete. Unter jeden Di- 


vifor fchreibe man ben Quotienten, welchen das letzte 


Glied der Gleichung durch ihn_getheilt gibt, hierunter 
feße man die Refultate der Addition jedes Quotienten 


zu dem Koeffizienten im vorlehten Gliede ber Gleichung, 
und dividire fie durch: den ihnen entfprechenden . Divifor, 


vereinige biefe Quotienten mit dem Koeffizienten :des 


drittlegten Gliedes ber Gleichung u. ſ. fe Sobald eine 
der zu verrihtenden Divifionen nicht aufgeht,. wird ber 
betreffende Divifor nicht weiter berückſichtiget, denn er 
ift gewiß Feine Wurzel der Gleichung (168). Kann aber 
bie Operation’ fo fange fortgefegt werden, bis fämmtliche 
Koeffizienten der Gleichung an die Reihe gefommen find, 
und iſt der Teste Quotient — 1, fo ift der zugehörige 
Diyifor eine. Wurzel der Gleichung. Hat man hienach 
nicht fo viele Wurzeln gefunden, als der Grad der Slei« 
dung anzeigt, fo unterfuche man noch, ob eine ver be 


reitd gefundenen Wurzeln nicht mehrere Mahle der Glei= 


Kung angehört, und dividire die Gleichung durch die ge⸗ 
fundenen Wurzelfaktoren ; erhält man dadurch eine Glei⸗ 
chung vom zweiten Grade, ſo ſind auch dieſe Wurzeln 


bekannt. 3.8. Seix: + 5x? +2x° — 17x? — 21x—18=0 


bie Xheiler.von 18 find: 2, 3, 6,9, 18, und die 
Grenzen der Wurzeln findet man nad) (16%) und (166) 


+3, — 5; daher +3 3-2 2 
| | 15 
5 
12 


\ 
EEE 


4 
6 
2 
3 
41 


ed find ſonach 2 und —3 die Wurzeln ber Gleichung | 
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und da in 1 derfelben das Glied — 21 x durch 3, und das 
legte Glied — 18 durch 9 theilbar iſt, fo kann — 3 eine 
doppelte Wurzel der Gleichung fein. Dividirt man num 
biefelbe durch (X — 2) (x +3)? =x* +4xt — 3x — 18, 
fo erhält man x +-x + 1=o, deren Wurzeln 
31:03) fin. 
170. Seifz=(z—a)(x—b)(x—c).. &—-p)r yo, 
| md a, a! zwei um ‚eine Einheit unterfchievene ganze. 
Zahlen , zwifchen welche die pofitive Wurzel a der Glei- 
dung gelegen iſt, naͤmlich es fei 
e<a, abra=a+1>a, fo wird 
fa= (a —u)(e—b)(e«—c)...(e&— p) (e — q), und 
fa = (a — a) (eb) (#0)... (Peg). 
Sind nun die Produkte (e— b) («a —c)... (ep) (æ—q) 
md (ea —b)(e’ —c)...(e'—p) (@’ — q) mit gleis- _ 
den Vorzeichen behaftet, oder was einerlei ift, ſind 
die übrigen Kaftoren der Gleichung zugleich pofitiv oder - 
negativ; fo erhalten die Ausdrücke fa, Fa' entgegenge- 
feßte Zeichen. Man nehme nun an, ed ſei nebſtdem auch 
a<b, und «'>b, fo wird, wenn Feine andere Wur⸗ 
zeln zwifchen & und a’ falen, @— a, und & — b zu⸗ 
gleich. negativ, fo wie a — a, und « —b pofitiv, mit- | 
bin werden die Borzeichenin fa, und fa’ übereinftimmen. .. . 
Iſt überhaupt die Zahl ber zwifchen « und «+1 fal⸗ | 
Inden Wurzeln gerade, fo erhalten die Ausdrücke Fu. | 
und fa’ immer gleiche Zeichen, hingegen entgegenfehte 
Zeichen, wenn jene. Zahl ungerade ift. 


171. Set man baher in einer Gleichung k=o, 
flatt x nach und nach die ganzen Zahlen 0,1, 2,3, 4,... 
bis fich nicht zwei Reſultate mit entgegengefegten Zeichen 
darbiethen, fo erhält man zwei um Eins unterfchiedene 
Zahlen & und a’, zwifchen welche eine pofitive Wurzel. 
ber Gleichung ' gelegen ift: nimmt man bas- arithmetiz. 








u. 


. 183, Methode ber unbeftimmten ‚Koefiigienten, 


fhe Mittel derfelben I(a+ a) = —=m als ben Näherungs- 
werth der Wurzel, und ſetzt x=m+y, fo kann y 
nur Bein fein, und man Tann deſſen zweite und höhere 
Potenzen außer Acht laffen; hieburch verwanbelt ſich die 
vorgelegte Gleichung in eine andere von der Form 
A+-By=o, aus welcher ſich y, und dadurch ein zwei⸗ 
ter mehr genaͤherter Werth von x ergibt: ſetzt man die⸗ 
fn =m‘, und x=m‘+y’, fo gibt bie Sleichung 
Sx= 0 für dieſen Werth von x, eine Gleichung 
A'-+-Biy'=o, woraus fo fort. ein noch mehr genähers | 
ter Werth für x hervorgeht. Geiz. B. | 
x: — 10x? — 130x +850=o: für x=5, und x=6 
gibt diefe Gleichung beziehungsweife die Refultate +75 
und — 74, es muß alfo zwifchen biefen Werthen eine 
Wurzel der Gleichung liegen: fest man x=5,5-+-Y, 





ſo wird x’ = 166.4; 10x° = 302,5; 130x= 715-+130y, 


alfo hat man 


166 „+ — 302.5 — 715 + 850— 130, = — 1.1— 130 y= a, 


daher y=— 0.0084, und x = 5.5 — 0.0084= 5.492. + y! ; 
verfährt man wieder fo, fo findet man y’ = 0,0004648, 


daher x = 5.492468 u. ſ. f. 


Eben fo findet man für die Gleichung = —2x—-5=0, 
daxr—?, x=3 die Refultate —1 und --16 geben, 
alfo die Wurzel, meit näher an 2 liegt, wenn mınx—2.1 
fegt, y—=— 0.0054, woraus x = 2.0946 entfteht, und 
hieburch ergibt ſich auf gleiche Weife ein zweiter Nähes / 


rungoͤwerth x = 2,09455149, Vergl. V. I, 223, 


VI, Transformation der Gleichungen. 


1772. Jede Gleichung läßt fich in eine andere vers 
wandeln, deren Wurzeln dad Vielfache der Wurzeln 
der gegebenen Gleichung find, Soll die Sleihung 212) 
in eine audere verwandelt werden, deren Wurzeln 


i 


VIN. Zransformation ber @leichungen. 153 


y=kx find, fo wirb x=/, alfo 


Aymrı By” Yy ,o_ 
= Va+ mas tm Fr ty r0Q=0 
oder mit k” multiplizirt. 

— m ꝓAkymei BKkay meↄ. Phm-i yhο. 210) 
welche Gleichung. bie verlangte Eigenfhaft brfiet. Sie 
entfteht aus der gegebenen 212), wenn man die Glie— 
der derfelben, der Reihe nach, mit ben Gliedern ber 
geometrifchen Feihe k, kr,k: ... k" multiplizirt, 
und x mit velauſqht: nur muß man hierbei für jedes 
fehlende Glied der Gleichung 212) auch dad zugehörige 
Glied der Reihe weglaflen. | 


173. Mittelft diefer Transformation kann man den 
Koeffizienten bed erflen Gliebes einer Gleichung, wenn 
er von ber Einheit verfchieden iſt, wegſchaffen. Zu die: 
fem Ende nehme man k diefem Koeffizienten gleich an, 
fo werden alle Glieber der trandformirten Gleichung 
durch k theilbar , und man erhält nad) Wegſchaffung des 
gemeinfchaftlichen Faktors, aus 215) 

y" + Aymcı 4 Bkym-a -. .. - Prey 0km na 
So ergibt ſich z. B. aus der Gleichung | 
—3xr°—4r45 = 0 bie folgende y* — 3y°—8y-+20xo, 
" Man Fann auf gleiche Weife eine Gleichung, deren Kor. 
effizienten beziehungsweife k, k®, k®...k" als „gettoien 


enthalten, einfacher machen, wenn man in 245) k ftatt k, 


/ 





- 


a y= L fest. 3. B. Die Gleichung 


x! — 1222 44x —48 = 0, verwanbelt ſich fürk=2 
in yr —6y? H1ly—6=o, beren Wurzeln burhgän- 
gig die Hälften ber. Wurein der vorgelegten Gleichung 
ſind. | 


\ 


> 


wird hieraus y? — 21y? + 12y— 1080 = 0, 


‚eben demfelben Grade verwandeln, deren Wurzeln um 


. Heiner find, doy=x—h ift, fo wird hienach . 


Asp +[l@)h+Aym H{m)h> (mr JAh--B]ym-e 


154 Methode der unbeflimmten. Koeffizienten. 


174. Hat-eine Gleichung gebrochene Koeffizienten, 
fo werben fie weggefchafft, wenn’ man k der Hleinften 
durch. alle Nenner theilbaren Zahl gleich ſetzt. 3.8. 
für x — 3x? +ı1x--5=o, mabe man k=6, fo 





Auf diefe Art Laffen fich bisweilen_auch Srrational- 
zahlen aus den Koeffizienten einer Gleichung wegfchaffen. 
3. 3. In der Gleichung xt 47V 22° 10 Be+ö=o 
fege man k=[/ 2, fo wird - 

bie zugehörig: Reihe 1, v2, 202, 4 
und man erhält y* + 14y? —NXy +0 = o 


175. Jede Gleichung läßt ſich in eine andere von 
irgend. eine Größe h von ben Wurzeln der gegebenen _ 


Gleichung verfchieden find. Sol‘pie Gleihung 212) in 
eine anbere verwandelt werben, deren Wurzeln um h’ 





x=y-+h, um 

J4= a nA +B(yHhjuag 
.#PFy+h)+Q=0 . 

oder w. nn man. bie Binomien entwidelt, und nad) y 

ordnet: 





+[CDb? +7 )Ah? + (m2)Bh Hymne. 

—hr Ahr -Bhmee nn... +Ph+0=0 216) 
Dan erhält daher aus der gegebenen Gleihung fr—o, 
eine andere 

fy=y” +A’ymrı B m, -Py+0'=o 
deren Wurzeln fämmtlich um. die Beige h kleiner ſind 
als die Wurzeln in x — 0, biebei ift . 


A=mh+A, B'=(”) h2 + 1) Ah-B, 


C' = (”)h? + (m-1) Ah2+ +2 )Bh+G, u. ſ. f., endlich 
= BO pAhmT +Bhrs.n . .:. -- Ph+0=o 





VII, Zransformation der Gleihungen: 186: 


nämlih Q’=fh, "und wenn man Amh=o ſetzt,“ 
wird h=— A: m; es folgt alfo das leste Glied 
der verwandelten Gleihung, deren Wure 
zeln um h Eleiner find, als in der vorge. 
legten Gleihung, wenn man in ber letzte⸗ 
ten h flatt xfegt, und in der neuen Glei- 
Hung wird dad zweite Glied fehlen, wenn 
man hgleih dem erſten Koeffizienten mit 
entgegengefegten Zeichen durch den Ord— 
nungsexponenten getheilt nimmt. Sollen 
die Wurzeln der Gleichung fx =0, um h vergrößert 
werben „fo ik y=x + hzu ſetzen: bieß gibtx—=y—h, 
und man hätte im Ausdrude /y in den Gliedern mit den. 
ungeraben Potenzen: von h das Vorzeichen zu ändern. 


| 176. Für h=1 verwandeln fi obige Koeffizien- 

‚ ten wie folgt : 

! ‘= = A--m,B' -B+m—1) A-F3m(m— 1) 

= G+(m—2)B +4(m—1)(m—2)A + im(m—1)(m—2) 

u. f. f. man kann fie aber durch eine einfache Rechnung . 

| beftimmen , wenn man die Koeffizienten ber gegebenen 
Sleihung in eine Reihe fchreibt, und hierauf die erfie 

Zahl zur zweiten, und die Summe zur dritten Zahl u. ſ. f. 
addirt, und die Ergebniffe in einer zweiten Reihe fehreibt, 
bis man zur letzten Zahl gekommen ift, fo iſt das Re- 
fultat das legte Glied der transformirten Gleichung : 
ferner verfahre man auf gleiche. Weife mit ben Gliedern 
ber eben entftandenen Weihe mit Ausfchluß „des lebten 
Sliedes, fo ift das Kefultat der Koeffizient des vorletzten 
Sliedes, und aus diefer zweiten Reihe ergibt fich auf 
gleiche Weife der brittlegte Koeffizient u. f. w. Um;.®. 
aus der Gleihung x* +4x° — 23x? +933x - 22=0o 
die verwandelte Gleichung für die Wurzel x — 1 abzu= 


— — — 





— 


166 Nethode bes unde ſtiamten Korffizienten, 


leiten, bat man 144- 23 33 — 2 
und es iſt dieſelbe: 1+5-8+15—7 
(x«—1)?+8(<—1)’—S(x—1)® 1+6—12+ 3 
+3(x—1)—7=o 1+7— 5° 
| 41+8 


x—2, frx—3uf.f 
Koeffizienten für x—1: 1 8—-5+ 3 —7 
| 1+ 9+4+ 7 +0 
4--10-+14+ 21 
| 4--11-+235 
Roeffizienten für 2: A+12+23+ A+ 0 
IHB+3S+ 5945 
1 + 14-52 + 111 
1+15+67 


| 


Hieraus findet fich nun weiter bie verwandelte Gleichung für 









Koeffizienten für x—3: 1416 +67 +111+59u.K.f 


_ 177. Da bie pofitiven Wurzeln einer Gleichung 
negativ werden, wenn man die Vorzeichen jedes gera- 
. den Gliedes ändert; fo werben in ber fo vermandelten 
Gleichung durch diefes Verfahren die negativen Wurzeln 
vergrößert, mithin erfcheinen, wenn man hierauf bie 
Vorzeichen der geraden Glieder wieder abändert, auch 
bie pofitiven Wurzeln vergrößert. 3. B. Aus 
xt. 6x? —5xr7=ofogt: 1-6 —5 —7 
....4+7+2—5 
oo 1+8 +10 
Koeffizienten für +1: 1+9 +10 —5' 
J 1+10+2%0-+15 
1 +11-+31 
Koeffizienten für x +2: 1+12 +31-+-15 
1713 +44 +59 
1-+14-+58 


Koeffizienten fürx +3: 1+15+58-4+59 uff, 


\ 
VIII. Zransformation des Gleichungen. E 187, ’ 


‚Ren hat alfo: (+) — %x+1)2-+H0O(K+1)+ 5=0 
| (z+2)*—12(x+2)2 +31(x+2)—15=0 
j ‚, . (&+3)°—15(x-+3)°-+58(x-+3)—59=0 

178. Man kann fh diefer Zransformation mit 

Nugen bedienen, wenn. da& legte Glieb einer Gleichung 
A=o ein Produkt vieler Faktoren wäre: da alsdann 
die Anzahl der zu prüfenden Diviſoren ungemein groß 

ausfaällt, fo ſuche man eine Zahl h, für welche bie ver⸗ 
ı wandelte Gleichung, ein legtes Glied fh gibt, das nur. 

aus wenigen Faktoren befteht: hat man eine ſolche Zahl 
gefunden , fo Fann man die für x — h=y transformirte 

Sleihung leichter auflöfen ald die vorgelegte, und bie 

gefundenen um h vergrößerten Wurzeln, werden aud) 
der Sleichung fr=o Genüge leiſten: oder aber man. 

vergrößere bie Diviforen ven fh beziehungsweife um h, 

und unterziehe diejenigen unter ihnen der Rechnung, (169) 

weiche zugleich Theiler des legten Gliedes in =o 

find. 3. B. Sei die Gleichung gegeben 

rt —Ax® — 43x? + 582 +240 = 0: die Grenzen ihrer - 

Burzeln find +44 und —9: bie Faktoren von 240- 

find aber 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 20, 24, 30, 40; 
macht man h=1, fo ergibt fh Fh=R252= 2: .32.7 

wovon die Faktoren u 

9,3,4,6,7,9,12, 14, 18,24, 28,36 .% - 

find: vergrößert man diefe ſämmtlich um ſo erhält 
man folgende der vorhergehenden Reihe gemeinſchaftliche 

Faktoren 3, 4, 5, 8, 10, 15. Man findet nach (169) 

daß 43, + 8, =2, —5 die Saat ber gegebenen 

Steichung find. | 

179. Die Gleichung 245) gibt, wenn. man ftatt 
hfegt, De 


A 
fj= = y"” 4 Pr +" 22 4. 


j 
H 


| 


— 


.8 
7 
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AB Methobe.ber unbeflimmien Koeffiiienten. 
und man Tann nad) (176) aus ben Koeffizienten 
1, — * F, die Koeffizienten 1, A',B',..» 
für die Gleichung FCy — ), f(y—d, ..« beſtimmen. 
Setzt man hierin y=; ‚ alfo yi=T-, | 


jJ-?!= = u. f. f. und multipliziet dann mitk”, | 





fo findet man | . | 
(x— k)”+kA/(x — kymrı +k2B/(x —kym“2L,, mg a 
(x—2k)” +kA(x—2k)m 1--k2B’/(x—2k)” 2 +,,k”0Q’=o, 

Um alfo aud der. Gleihung 212) fx =o, eine Sleihung 

für f{(x—k), f(x —2k) s ... abzuleiten, fo fuche man 





aus den Koeffizienten 1, Kerr nad (176) 


die nähftfolgenden Koeffizienten 1, A’, B’, „. . Q% 
und multiplizire fie mit den Gliedern ber genmetrifchen 
Reihe 1,k, k2 ... k®, wodurch die Glieder 
1, kA’, keBe. . k@Q' entftehen, fo erhält man da⸗ 
burd) die gefuchten Steihungen. Setzt man nun —k=x’, 
und x flatt k, fo kam man eben fo weiter die Koeffi- 
zienten für x_k—r, x—k—2r,... finden. Iſt 
endlich die verwandelte Gleichung für. 


j 2 
x k—:, x—k un beflimmen, fo Braucht 


man nur flatt mit x zu bividiren damit zu multipliziren, 
und umgekehrt. 3. B. Aus der Gleichung 

xs — 4x2 +32 —6= 0, die verwandelten Gleichungen 

für x — 100, x — 200... zu wfinden, ſetze man k=100, 

fo wird \ 


— 
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1 —0.04-+ 0.0003 — 0.000006. 

1+0.96 + 0.9603 0.960294 

1-+-1.96 + 2.9203 

1-+3.%-+ 6.8803 + 7.840594 

1-+ 4.96 + 11.8403 

1-4 5.96 4 11.8403. 7.840594 a. ..f- 
mithin hat man M 
_100)2 + 296 (x«—100)2 + 29203 (<-100)4-960994=0 Ä 
—200)3 +596 (x — 200)? + 118403(x—200)-+7840594=0 
nf fe Set man nun r=10, und dividirt bie Zah⸗ 
im 1,596,118403,7840594 durch die auf eiriander fol⸗ 
genden Potenzen von 10, ſo wird | 
| -1-+59.6 + 1184.03-+ 7°40.594 
1-+ 61.6 + 1306.23 u 
4 -+ 62.6 + 1306.23 + 9085.22% 
| 41 -+- 63.6 + 1369.83 +- 10455.05% 
| 1-+64.6 + 1434.43 
) 1-+65.6 + 1434.43 + 10455.054 u. f. j 
woraus folgt: 
(«-210)°-+626(x—210)°-H 30623(x—210)-H 9085224 0 
(x—220)*-4656(x—220)2-+143443(x—220)+ 10455054=0 
und hieraus findet man nad) (176) 
k-21)° +659(x— 221): 4-144758(x-221)-+10599154=0 
uff Aus der Gleihung x? — 7x —7=0 ergibt. 
fi) nach (176) die verwandelte 
(X —3)°-+9(x — 3)? +20(x—3)—1=o: will man 
nun bieraus die Gleihung für x—3.01, x— 3. 02... 
ableiten, fo. feße man r = 100, und man erhält, wenn. 
man erfilich dieſe Koeffizienten mit den Potenzen von: 

100 0,multipigiee 
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1.-+ 900 4 200000 — 1000000 . 
14901 + 200901— 799099 : 
.. 1902 + 201803 
ı 1.903 -+ 201803 — 799099 
T + 9%04-4.202707 — 506392 
1-+ 905 -+ 203612 Ä 
— Sf» + 906-4 203612— 596392 u. 1 e 
und dann bie eben gefundenen Koeffizienten mit den Po⸗ 
tenzen von 100 dividirt, 
(x—3. on« + 9.03 (x — 3,01)? 
-+ 20.1803 (x — 3.01) — 0.799099 = o 
‚(x —3.02)3 9.06 (x—3.02)2 
-+ 20.3612 (<— 3.02) — 0.596392 = 0 


180. Man kann dieſes Verfahren bei Auffuchun; 
der irrationalen Wurzeln einer Gleihung mit Vortheil 
‚anwenden. Man beftimme nämlich aus ber gegebenen 
Sleihung fx= 0, die verwandelten für Ä 
x—1, x—2, x—3... oder wenn fi überfehen 
läßt, daß die Wurzeln große Zahlen fein müffen, fofuche 
man bie Koeffizienten der Sleihung f(x—%0),f(x—30),.. 
ober auch F(x — 100), /(x— 200), . . . und bemerte 
diejenigen lesten Glieder, beren Zeichen abwechfeln: 
geſchieht diefes in den Gleihungen f(x — a), und 
f(x — a’); fo muß zwifhen « und eine pofitive Wur⸗ 
zel der Gleichung Tiegen (170), und man bat zugleich einen 
Näherungswerth in ganzen Zahlen gefunden: aus die— 
fem laſſen fich mittelft (179) die Zehntel, Hundertel, | 
Zaufendftel derfelben beflimmen. Sind nun die Werthe 

a und a’ für.die dazwifchen liegende Wurzel hinreichend 
“nahe bekannt, fo fei der Werth der Gleichung fürx—=a, 
ober JozA ‚und fa =—A!' und man bezeichne mit 
einen noch mehr genäherten Werth der. Wurzel ober , 
eö ſei P>a, und <a’, fo find æ — a, und — Bdie 
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Abweichungen vom Naͤherungswerthe der Mutzel, zu 
weichen die Kefte- A und A’:ohne Rüdficht auf bie Vor⸗ u 
zeichen gehören, und welche offenbar mit A’ und A ab: 
nehmen, daher näherungsiweife benfelben proportional 
gefet werden können; man. hat alfo 

A: K=ß—a: e«— A oder 


A:: A: u œ alſo AN 


Zur Auffindung der Naͤherungswerthe für bie Negativen 
Wurzeln einer Gleichung, veraͤndere man bie Vorzeichen. 
ihrer geraden Glieder, und ſuche dann, wie fo eben des 
jeigt wurde, bie Näherungswerthe der poſitiven Wur⸗ 
zeln dieſer verwandelten Gleichung, fo find folche zugleich 

bie Näherumgöwerthe ber negativen Wurzeln ber geges 
benen Gleichung. 


181. Wir wollen nun noch den Quotienten ent⸗ 
wickeln, den eine Gleihung fx=0 212) ‚gibt, wen: 
fie dur den Wurzelfaltor zw dividirt wird, man 
fege alfo 


Fa ER 022 Fo Nero 


und multiplizire beiderſeits mit x — w, fo erhält mn 
leicht 
x — —— +(B/-A'w)xm CB peme, 
(0- N'w)z2 (PP Ow)x—Pw-=o 
fest man nun flatt Fx deſſen Werth 212), fo folgt 
A A —w: dieß gibt A—w+h 
BABAB ve 4 Au B 
CC—-B u. ſ.f. C AvwWe⸗ +-Bw+C 
ſei allgemein der m— te Koeffizient 
F O wn 2 + Aw Bush oo, Nw + 0): 
fo wirb wegen P=P'— O'w, ver Werth von 
| P_ — we Awmee Bw” s * on. + Nw? -Ow + 
AKulikes Analyſis. | 41 


r 


— — — — — — —— 
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und man fieht, daß dieſes Glied das legte im Quotien⸗ 

ten ſei, weil das folgende Glied nothwendig den Werth 

wr. > AwruLBw®m2 2... +Pw-+0 hätte, 

welchen man auch erhält, wenn man in 212) x=w 

fest, und der, weil w eine Wurzel ber Gleichung fx—=o 
‚ift, in Null übergeht. 

182. Gleihungen, deren vom Anfange und Ende, | 
derſelben gleich weit entfernte Koeffizienten ſaͤmmtlich 
einander gleich find, heißen reziproke Gleichun- 

gen. Ihre allgemeine Form ift: 
x” + Armn + Be 2- .,. Br -+Ar+1=o 
Iſt m eine ungerade Zahl, fo entfpricht nad) (160) Ber 
Gleichung nothwendig die Wurzel —1, und man fann 
fie, durch die, Diviſion mit dem Wurzelfaktor x +1 auf 
einen um eine Einheit niedrigeren Grad bringen. Men: 
bet man ‚hier die in (181) enthaltenen Werthe der. Koeffi- 
— zielten Ar, Br, ct... 0, P’ an, fo findet man, 
wegen „1, " | 
M“=—41+AB 1—A +4B, GS1HABLG, u. ſ. f. 
0’ =—1+A—B-+C ... —NO, allen Numd O. 
„and in einer reziproken Gleichung ben Srögen C und B 
beziehungsweiſe gleich, mithin iſt 
O=—itk, mi 
Pr’ —_ 1— Kt B--C ...t+-N—-0O+P, und aus 
demſelben Grunde ?= =41. Hiernach ift der gefuchte 
Quotient Uri (1— A)xmr2 > (1—A + Bm, 
N a@dhA+Be — (—Alrti=o 
eine ebenfalls reziproke Gleichung einer geraden Ordnung. 


483. Drüdt man diefen Quotienten durch 
xↄm Axanea -„„B’xr:* -2 +, 
+-Kzntı Lan a Kanmı 2... + Bix⸗ Al +1=0o 
aus, dividirt dann fämmtliche Glieder durch x", und 
‚vereiniget je zwei vom Anfange und Ende der Gleichung 
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gleich weit abftehenbe lieber zufammen,.fo erhält man | 


rn Ar De Brenn pe, . 
+K'(x--x"]+ L=o 
Dan fegex--x'=y, fo hat man, weil allgemein, 
ya He ET TEN); per 
x? + x”2 = y* —2 
*0—— | 
HP My Iey—ip+2, 
w f. fr und man iſt fonach im Stande bie Summe 


hr" für jeden ganzen pofitiven Werth x durch eine 


Funktion von y auszudrücken. Gibt nun xx "eine 
Funktion von y des ıten Grabe, fo zeigt die Gleichung 


2 deine Funktion von y des 
(r-+1)ten Grades ſei; ed ift aber, r—4 geſetzt, für 
| 22.- x”4 die Funktion von y bed vierten Grades, folge 
lich wird für x° x” die Funktion von y des fünften 
Grades, und ällgemein für &" --x"? cine Funktion von 
y beö nten Grades hervorgehen, Hiedurch ‚verwandelt 
fih jede reziprofe Gleichung des (2n--i)ten Grades in 
y"+-A'yıı Byno⸗ +, .. +Ky-+L'=o, 
welches eine Gleichung ded aten Grades ift. 
184. Wäre demnach Die Gleichung gegeben 
x5.- Art »Br2 --Bx? - Ax--1=0 
fo könnte man fie erftlich durch die Divifion mit dem 
Wurzelfaftor x-1 auf die Gleichung Ä 
xt-Az° +Bzr?-+Ax+1=o, und biefe hierauf 
burch die Subflitution von +-x"'=y, auf Me Form 
y? +A’y-+-B’--2 bringen. Sind nun &,.@ bie beia 
den Wurzeln diefer Gleichung , oder | | 
ag AHV BD), = A VAR —B+2) 


Sn 
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ſo erhält man, wegen yaxrtın oder x — yx-Hi=o 


x=ıy+V (4y°—1) 


- und hieraus die 5 Wurzeln der gegebenen Gleichung . 


⸗ 


' p= Rcosa, folgt & = arc. cos 


\ 


et Gr Na Var, und —% 


BR Der Koteſiſche Lehrſatz. 
{ 38. Gleichungen von der Zorm U -A=0, nennt 


Yman- reine Gleihungen bes mten n Grades, ihre 


Wurzeln laffen fi auf. folgende Art beftimmen: man 
feße um: Brucherponenten zu vermeiden A = a”, und 
es fei m eine gerade Zahl —2n, fo enthält die Glei⸗ 
hung x⸗npa⸗ 2 — 9 lauter unmögliche Wurzeln, wie 
r+q4aV — —1 5; nimmt man aber « fo , daß 

p=Rcosa, g=Rsina fei, jo wird R= V(p’+q) 
‚eine reelle Größe, und durch Umfehrung ber Gleichung 


| | vo +4 
“ . “ U ® ° P 
dgl der Bud — —750 
auch & immer möglich, weil der Brud) Vote) 


Einheit nie überfteigt. Mit Hülfe diefer Transformatio⸗ 
nen wird jede Wurzel obiger Gleichung 


‚x=p+qgV —1=R(cosa ten VUN), und hier- 


aus folgt fo fort 

a — R"(cosa + sina —1)”=R”(cosma +sinma/ 1): 
— man dieſen Werth einmahl mit dem oberen Zeichen, 
und dann mit dem unteren Zeichen in die obige Gleis 
dung "+ am — o, fo erhält man | 

ar —-Rr (coosma+sinme/ —1)=o, und 

am Rm (cosma—sinma -D= 0 

beren Summe 


gm 
an HRn cirme, alfo cos ma=— gm. A) 








L alfo in 
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| die Differenz aber inmam=0.* u). gibty es iſt da⸗ 
der die Größe a fo zu beſtimmen, bag für BR ein veeller 
Werth zum Vorfchein Fommt, und nebfidem die Gleis 
dungen A) und u) beſtehen: nun gibt bie Gleichung .A) 


m am 2 
für R den Werth — ma welcher für, ein gerades 


m reell wird, wenn cosme negativ iſt, die Gleichung u) 
verlangt aber, dag ma cin Vielfaches von u. fen, weil 
überhaupt sinz se iſt: da nun bie Kofinufle der ges 

| raden Vielfachen von uw gleich +1 find, fo” muß x eine 
ungerade Zahl 2k + 1 bedeuten ;. man hat daher 
‚nme=(2k-+1)r zu fegen, dieß gibt w = us ..) 


‚? 
m 


m_a 
mb für:dieſen Werthwon a, wird R=V 7” e, 
fest man. biefe Werthe ftatt & und R, im. Ausdrude ü 
vonx, fo erhält man bie allgemeine Form ber Wurzeln 
einer jeden Gleihung <” + a" =0 oder 
2k-+1 %k +1 —— | 
r T n.yY — 1) ... 248) 


ı=a 3 
i (cos — + sin —— 





186. Wenn gleich die Wurzelfaktoren einzeln in 
einer imaginären Form enthalten find,, fo kann doch bad 
Produkt ‘der je zwei. zufammengehörenden Wurzelfaktoren 
reell werden, ein ſolches Produkt gibt nun einen ſoge⸗ | 
nannten dreitheiligen oder quadratiſſchen 
Faktor ber gegebenen Sieihung, man findet ihn, wenn 
man bie obigen Werthe von —(ptgV —1) und 

z—(p—qY — 1) mit einander multipliziert, nämlich 
2k-41 


12 2Bxcosa--R? =x?—2axcos 
Pr 3 ’ 





sv} a? | 


deren Anzahl, wenn m=2n bedeutet, gleich n ift, 
wenn aber m—2n +1. ungerade iſt, fo enthält die 
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Gleichung außer denn quadratifchen Faktoren, noch den 
einfachen Wurzelfattor za. 

187. Sei nun die Gleichung =Rr— a” 0 gege 
ben,- fo ift in der Gleichung A) — a ſtatt am Bu fegen, 


wodurch der zugehörige Werth- von R in V- mc 


übergeht; es darf daher in dieſem Falle eosmea nicht 
negativ fein, mithin ift mit Rückſicht auf bie Gleichung 4) 


me= 2kn zu fegen. Hieraus folgt a= nn B=a, 
und bie gemein Form der Wurzeln diefer Gleihung wird 
 Kz=a (cos s-+ in ss. V—1), ferner find die. 219) 
—— daktoren WRſelben in der Gleichung 

— 2ax cos mr. a? enthalteg, wozu wenn, m unge⸗ 


rade ift der Faktor x—a, und wenn m gerade it, über- 
dieß ſtatt bes abratiſchen Faͤk tors bloß 'x+a hinzu⸗ 
fommt. Der. vorftehende Sag, nach welchem man bie 
Faktoren ded Ausdrucks xm + a” angeben kann, heißt 

| nach ſeinem Erfigder Cotes ber Koteſiſche Lehr fa. 
188, Wird dieß auf befondere Fälle angewanbt, 

. indem man nach einander 0,1,2, 3... ‚big „m, 
wenn m gerade, ober aber bis (m 1) wenn m un⸗ 
gerade iſt, ftatt.k fegt, ferner m fuffenweife 9, 4, 3... 
ſein läßt; ſo findet man. 

x’-+a?= (x? 2axcos;nta®)(x+a), aber wegen case 

Smart ar)(z-+a) 
xpad=(x? rar cos nr +a2) (x? — ar coS + a®) 
rar 2tar)(zt Hax/2+09), iegen 
cosın=—cosını=%\/ 2) 
Ke-has(x® Dar cos!i+a®) (x°—2ax costs +a*) (x-Fa) 
xzö--a°= (x’—2axcosgnte?) (x2—2ux cost Fa?)x 
(x? —2ax cosgn-ta®) 
| u a ray ref fe 
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Serner erhält man - -\ — 
x _as(x2 Darcostahat)x) 
=(x?+axta){x—a) | nn 
xt 22 — (2x? —2ax cos use) | \ 
=(x?-Ha?)(x2—a®). 
x5 a5 —(x2—2ax cos 2r-+a*)(x” ax cas in-ha® )(x=8). 
x6—a® ={8?—2azcosge-pa? (xt —2axcos er-ta)(x a) x 
"(x'ra) 
—(xt -ar+ar)(z? +}artar)(r? a?) un. Me 
| 189. Es ift num auch) Weight. die mm Vurzeln des 


Ausdrudes V+ 1 anzugeben, wenn man im —— 
zer Lam-o ſein läßt. Frägt man z. B. nach 
den Werthen von V—, fo fege man in 218) 

a=1, m=3, um fatt k, 0, 1;:und man erhält 
| — ootntmiaV 1, und wegen 

cos,n=y, SinzA= ıV 3, wird rt — 3, 

a daher find die gefuchten Werther: 3 I +-V — 3). 
Ä ı1—V—3), und —1. Eben fo.ergibt ch für - 


V-hrst+V -D,— DH 
und 4-09) u. ſ. 


ww 





x Steigungen des zweiten, dritten, und biete 
| | ten Grades. 


190. Die allgemeine Form einer Gleichung vom 

zweiten Grade mit einer unbekannten Größe, iſt 
224 Ax- B=o 

ſetzt man hie x=y—ıA, fo erhält man eine‘ andere 
Gleichung deſſelben Grades, in welchet das Glied Ax 
abgeht, nämlich 
— MByte +3=0, 
und dieſe reine quadratifche Gleichung gibt 
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Ä y= EV (+A®—B), hierauslfolgt Zr E 

0. £=-4ÄArV(A?’—B) Zu gomiometrifchen Be⸗ 
" 7, P - B- | 
| rechnun ber Wurzeln ſete man A’ Ing" hiedurch 

F VB. | cospV'B 
Ä ıA— ıA®__B)— __ 

wid A= z mb /’GAr—B). alſo 

YB 
sing 
| eosp = 1— Tsin? Ip = %cos? 91, sinp=%sinipcasig, 
onach My; VB= FootipV B. Sf aber Bin 
Ä per Gleichung negatie., ſo fege man 4 Ar — jr um 

.. 5. 

man findet eben fo x= tg, VB=—co}ge.yR. 
191. Die allgemeine Zorm einer -Gleihung vom 
dritten Grabe iſt x + Axı HB + 0=o: est man 
x=y—;A,'fo läßt ſich hiedurch das Glied Axs wege 
ſchaffen, und mar erhäft bie Sleihung yr 4 Py -.2 
WO = B—1As N) 8 =C6— ı AB +5, A bedeutet: 
es ſeien p, q zwei unbeftimmte Größen von der Art, 
FePtspgrsp + =ipgptg)+p rg 
= 3pqy rp° 7q°, und daher y’—3pqy—p'—q° =o 
Vergleicht man biefe Gleichung mit der vorigen, fo &- 
AP — pa, Q=— pi ge, hierams. folät 


9* Er unb wenn man biefen Werth ſtatt q im Aus 


(cos —- 1) nun iſt 





x 
*7 


⸗ 


drucke von Ofubſtituirt, erhält man a 0 


. oder P*+0p —2,P'=.a or — 
Da dieſe Sleichung in Bazug Auf.p", wie eine qua⸗ 
dratiſche aufgelößt werben kann, fo iſt 
p =3% t3V (Q+4,P%), fetzt man zur Ab⸗ 
ürzung bie Wurzelgroge / (Q>-- PM) ſo hat 


ER 





m — —m m. ” ® 
\ 


X, Oleihungen deb zweiten, dritten, und vierten des: 169, 


map = -4Q+4R, daher p=Y (40 4:8) 
und fubflituirt man den für p? gefundenen. Werth in 
ber Gleichung "= p a f wird 2, © 


"=—30t;R daher q = — R), biiß 
gibt y=p-+4= -V (30 +18) V 4Q-H4R) 220) Rx 






| 
| 
| ® 
welhen Ausdruck man die Kardan'ſche Formel 
nennt. Die übrigen zwei Würzeln zu erhalten, dividire 
man die Gleichung mit dem Wurzelfaktor y— (p+ 9; 
fo findet man den Quotienten nach (181) 0 
”-(Pp+Q)y+(Pp+Y’—3pq=o, woraus , 
Haiel,h AR SE eEnan a nämlich 
sp) Pr V—3 folgt. | 
192. Iſt P pofitiv, oder aber negativ aber - 


| ..,4Ppe, 
| e>—Hr fo wird A=y (+ 27) Immer sell; 


folglich hat die Fubifche Gleichung in dieſen zwei Fatlen 
eine reelle, und zwei imaginäre Wurzeln. Wird 
Ä 0: -#,Pe=o, fo folgt p=q, und die obigen For: 
| mein gebe Toon für y bie drei. Werthe 
| | 
| 


% 
„ur 


| Sy; 9, +V 39m +30 
BR bie Gleichung hat in dieſem Folle drei reelle Wur⸗ 
zeln, wovon zwei einander gleich ſind. Erhält endlich 
Q2:+ 2, P* einen negativen Werth, fo wird R. imagi⸗ 
när, und die drei Wurzeln erfcheinen ‘dann unter imagi- 
nären Formen, Aber jeder Gleihung einer ungeraden 
| Ordnung gehört wenigſtens eine reelle Wurzel an, daher N 
müflen ſich die imaginären Theile im Ausdrude berfelben 
tilgen. Sei in dieſem Falle w die reelle van der 
Gleichung ye Py +0Q=o — 
fo erhält man, —* die Diviſion derſelben mi —_w — 
nach (181) den Quotienten y2-Fwy-+w: + Pay 
woraus fi Die beiden Wurzeln - | 


? . 
2 


. | | ‚ 
. 2 
. # . . 
’ 


⸗ 


⏑— 


Wurzel obiger Gleichung iſt, ſo hat man auch 


2=—0 w? +k) wird, fo. erhält man 


ſo muß das Zeichen von k jenem der Größe Q: +2,P: 
ſtets entgegengeſetzt fein; es iſt, alfo.k pofitio, wenn 


"Hin hat die kubiſche Gleihung in dem fogenangten irre: 
duktiblen Falle, ſaͤmmtliche Wurzeln reell. 


woturd 8: = 5 —R und 352 
4 J 8 
| nis bat man y= 0 Ve ‚2089 +00 2) 


Läßt man nun vis} op =ig% fein, wodurch 
V cot} 19 = = : cotay wird, fg ergibt ſich 


tsy 
gen Ar wird y=—2VıR. cot 21%. 


| 10. .. . Mettode der unbeflimmten Koeffizienten. : 


y=—-1w+lV/ —tw-—P) ergeben. Da. w eine 


w.+Pw+Q=o,aßp0=—w’—Pw, fest man 
nun zur Abkürzung : —:3w2—P-k, wodurch 


E pP: 3 kw + 2k2w2— la klywe— :k) 
da * der — * Gwe- —5k}? nie negativ.merden kann, 


Q° +4, B3 negativ ausfällt, und dann find die. beiden 
andern Wurzeln y=—4w+]/ k reelle Größen , mit: 


193, Man kann die Sardan’fche a mit Hülfe 
goniometriſcher Funktionen auf eine zur Rechnung be⸗ 
queme Geſtalt bringen. 


Sei aflich P poſitiv, und man ſete Be — —— * 


* wird, 





sin p \ sing 


ober. y-(} pj# Wer orig) mM 


[2 


& PP (ty cl} —— une 


ne nun P negativ, aber O2 > 4, Pa, fo feße man 


=sing und es kommt in der eben erhaltenen 








a ” 
® 


zes des ameifen,, beitten, und vierten, Grgdes. m 


zormel sin 17 anſtatt 185 und ie anſiatt 


c0t 2 p, zu ſetzen, —2* Se Wurzel der Gleichung 











7—Py+0 gig V wird. Man beſtimme 
aher aus der Sleichung — * — im erſten 


4 Ps 
| gale, und vi 0: = sing: im zweiten: galle, ‚den - 


Werth @, ſuche hierauf aus der Gleichung 


| V ts p * ts die Größe u; und berechne fohann ben 
Werth von,y nach ber Gieihung y-r — — 


im erſten ,und y — — 7 * IE .P "im zweiten 


Faelle. Sei endlih P negativ und zugleich O⸗ <#Pp 2, 


man ſetze dann y=rsingp, wobei r.und ꝙnoch un⸗ 
beſtimmt ſind, ſo hat man wegen 123) die Gleichung 
in —p * — 3 (sin3p—3sin 9), ober 

’— Ar singt; 7° sin 39= *0, oder wegeny = Tsing 


y - 21? y-4T sind =a 


welcher Gleichung die Wurzel y=TIsinp entſpricht. Haͤlt 
man ſie aber gegen die gegebene Gleichung y’—Py-+0=o, 
fo hat man fofort — 27? =P, 4r° sin3p= 0: bier: 


aus folgt r=ay ıP, und 0__; 1 irsindg, alſo 


80 0 
ıPp 2 (i pP)? Da hiedurch die Werthe 


von r und g gegeben find, fo kennt man auch 7 sin p: 
die zwei anderen Wurzeln erhält man, wegen . 


in 39 — 


—O[[— u. t f, 


rsin(2n--p),ı sin ($ cH+ ) oder. 
rsin(in—p), un) — xSiu —8 


ꝙ —8 ferner tg p tshp=V ts 3da, oder 


1 - 


m -s Methode der  unsefimmten Keefitentig. 


weil bie Größen 3 ® +9 ‚und } 4n—9 eines Sir 
haben, hingegen bie Sinus von. intgy und sur 


zwar gleich aber entgegengefegt find, 


BeifpielL, Sy +Iy+6=0, alſo 
P=9,0=6, daher tsy=V 3= is 33 rc, folglich 


pP 


Itsy = 115 30° =9,920480 ; hieraus folgt 
* 300. 784, "eot 2 = 9,265119.. nn 
12= 0,3000 
413 =0,88561 = 1 LP 
Iy=12coty. V ; P=0,804708 — 1;y =0,63783 
Beifpiel Il Sei y⸗ - 6y 320, alſo O!<z,P 


ſo hat man 21/4 P dieß ‚gibtir= 0,411959; fer⸗ 


ner iſt ——— Usinsyp: =) BEL 


=!sin#8°. 196, alſo Bu 
9= —=14° 732, und Ising= "9405345 | 
Ty=1rsing=931704 
y- — 0656615, die beiden anderen Wurzeln find 1.834245 
und. — 2.490860 Vergl. Anmerk.e.. 


19. Wenn man in ber. allgemeinen Gleichung des 


eierten Grades xt Az’ Br2 +02 + D=a. 


ı=y— ıÄ ſetzt, fo erhält man eine Sleihung deffel: 
ben Stabes , in welder das Glied Ax⸗ abgeht, nämlich 


y‘-+-Py? +0Qy+R=o re) 


hiebei iſt P= B—21A:,0= =6—1ABHtiAs 


R=-D-—i AC + 1 A:B— „2, As: 


man feße nun y=p +grr, und zur Abkürzung 


pP rgQq?’-r?=g, ſo wird 
y’=8-+2(pg+p: +ar) folglich 
V-g=2pgteHn) 


— 





X, Gleihungen bes zweiten, deitten, und vierten Grades. 173 


Erhebt man beide Theile zum Quadrat, und. ſetzt Kürze 
halber pꝛqe pr 212 h, pg’r°=k, fo fin 
det man 


1 2gye ht =4h 4 8(p+gHr)V k=4h48yYk 


fonah wird y —2gy?—8VYkyrg—4ih=o. 
dern Wurzel y=p--q +r iſt. Hält man diefe gegen 
die Gleichung =), fo erhält man 

7 =28, Q=—8yYk, R=g’—4h, woraus folge 





Bildet man aus biefen Größen Die kubiſche Gleichung 
22 — g22--h2—k=6...P) 
ſo find den für g, h, k angenommenen Werthen zu 
Folge p?, q? und r? bie drei Wurzeln derſelben, und 
wenn man flatt.g, h, und k ihre Werthe ſetzt, fo era 
hält man aud ber Seihung a) die "Tubifche Steigung 
2 
rt re SE = 

bern Wurzeln p? , q*, 12 find, . — 
Die Wurzeln —* Quadrate kann man aber ſo⸗ 
wohl poſitiv als negativ nehmen, daher erhält man aus 
der Verbindung derſelben 8 verſchiedene Werthe für y: 


nun kann die Gleichung «) nur vier Wurzeln haben, ſo⸗ 


nach müſſen unter jenen acht Werthen Diejenigen gewählt 
werben, welche dem Probufte pqr das Zeichen von — Q 
in der Steihung a) ertheilen. Die vier Wurzeln find 
alfo wenn Q pofitiv, wenn hingegen Q negativ iſt 


prg—r p+qg+r 

p-94rr P-q4—r 
—p+g+Tt p-g4rt 
-p—g—r —p+g—r. 


195. Gleichungen von der Form 
Ay 4 Bxm „N + Cæmvæn Damea⸗ "pExT nm o 


\ 
. 
} ö > 
- % + 
d 


+ 
a 
. 


v 


174° Metböbe ‚der unbeflkinmten -Seeffigjemten, 


kaͤnn man wie eine biquabrakiſche ibſen, wert man den 
gemeinfchaftlichen Faktor 'alfer"Sfteder mr” wegſchafft/ 
denn man erhält dann 
i Axan + Bx’n Gx⸗a 4 Den. +E'o 
welche Gleichung für x’ = y,in folgenbe 
Ay?+By° + Cy°+Dy+E=o 2 
übergeht. Iſt aber der Koeffizient Ex= o,: fo führt baf 
felbe Verfahren. auf eine Fubifche Gleichun , " 
Ay: +By?+Cy+D=o: wofen aber auch D=o, 
fo erhält man auf gleiche Weife die quadratiſche Glei⸗ 
hung Ay? +By--C=o Wenhingegen eine: Glei⸗ 
hung die Form einer reziprofen Gleichung hat, oder 
durch eine Subftitution auf cine folche zurüdführt werden 
kann, fo kann man fie, wenn fie den neunten Grad nicht 
überfteigt, ganz allgemein auftöfen. 3.8. Die Gleihung 
0 x°-+- Ähxe + Bhex’ + Ch’xs + Dhaxs 
“+ Dh’x* + Chsxs -+-Bh’x? —-Ah’xr -h°=o 
läßt ſich auf eine reziprofe Form bringen, wenn man 
x=hy fest, man erhält dann nad der Divifion mit- 
h9 folgende Gleichung : | 
* rayHByHlyeHDy+DytHty‘ +By2+Ay+iso 


XL Arithmetiſche Reihen. 


196. Man bezeichne die Differenzen je zweier auf 

einander folgenden Glieder der Reihe 
a, 9,1 9 A, : . ; An, mit 

| da, da,, da, ... nämlid 
a,—a=da, ,—a,=0d3,, a, —a,=0da,, und 
\ allgemein Anti — n elan ri) 
fo bilden die Größen da, da,, da, .."dm ) 
wieder eine Keihe, weldje die erfte Differenzreibe 
heißt, während die Reihe, » aus der fie entflanden ift, 
bie. Hauptreihe genannt wird, 





’ 


XI. Arithmetiſche geelhen. 16 


Verfaͤhrt man auf diefelbe Weite Mit. der exfien 
Differenzreihe, und ft 
I, —da=d’a, d,—dn,=dta,, md allgemein 
— — da,=0d?a,, fo find d’a, .Ö? 9,7 —X ed d’an 
Glieder der zweiten Differengreibe, aus welcher 
auf dieſelbe Weife bie Dritte, aus diefer bie vierte, 
Differ enzreihe u. ſ. f. abgeleitet werden kann. 


197. Die Gleichung u) gibt Any. an tin, 
Ä alſo für n=1,a,=a+0da; folglich auch wenn man 
die erſte Differenzreibe, wie bie Hauptreihe behandelt, 
| ie —= da-+d?a, und fomit | 
‚=a,-+da, =a-+2da-+-6?a 
* Hieraus folgt‘, wenn man die erſte Differenztethe a als 
Hauptreihe betrachte , . 2.m : | 
d,=dar?2dar+dea, if aber 
4,2 a, a. =ar3datösdadta 
eben fo ergibt fi | 
,=a-4da+ Grat Ada. dt ur 
und man bemerkt leicht, daß in den für Ä 
Ay Ar r a, entwidelten Ausbrüden bie Koeffizien⸗ 
tn der auf einander folgenden Glieder mit ben Binomial⸗ 
lbeffizienten übereinſtimmen, feßt man alſo 


| „at n —— Yale were . 


+) BE ee Zee 


mithin, wenn man die. erfte Differenzreihe zur Haupt⸗ 
reihe annimmt, | 


n=dat lan... 


| Ge +7) Mar eo. g 
fo erhält MA Ayy, an FO | 


16, Mttobe dit unbeflinpen Woeſienten. 
wart ("7 Rare) ER 
+ rl — | 
HEHE at und wegen 


CHI) 


anzahl —BV +.+(, X a. 220) 


es gilt alfo das für a, angenommene Geſetz auch bei 
And ; daher ift ed allgemein für jede ganze pofitive . 
Zahl n geltend, 








1 


198. Man bezeichne die Summe der zwei erſten 


Glieder der Hauptreihe mit S,, der drei erſten Glieder 


mit 5, , u. ſ. f. die Summe ihrer n erfien Glieder mit 


In, fo wird wegen a, =a<- da, 
8,=a-sa, =2a-+-da 
S, —=$ +2, =3a +3d4-fdra 
8,=8,+4,=4.a+6 da-t4 da + dia u. . f. 
und da auch hier die Koeffizienten wie im -Binom fort⸗ 
ſchreiten, ſo Rfre 


—E— (at) dur (* Im 


+5 jet a... und weil: 


= ak —XO Tarlrz ara... ("7 1) + er 
ſo erhält man 


VE NEHERENLEN re \ERaraaE in ü 
+ le rat. —R a,b, 


S.=(2Ja+(2)2+(3)0 a +t(, "ar .. 221) 


N 








- nn ” * 
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man nennt S„ bad fu mmatorifce Slied ner 

| Sauptreihe. 
199. Um endlich in den beiden vorher gefunbenen 

Ausdrücken a„, S„ die Größen da, d?a, dea,... 

durch die Glieder ber Hauptreihe auszubrüden, hat man 
d=,—a,da,=a,—a,, alſo 
| Ham da, —dam(a, —1,)—-a,—a)=3,—2,+a 

daher, wenn man bie erfte Differenzreihe als Haupte 
reihe betrachtet iſt auch H’a= da, —2da, +da oder 
Paz (0,0) —2(00—8,) + (a, —0)=a,— 3, Hin, 
‚ eben fo findet man 


du=a,—42,460, — 4a, A fei Allgemein | 


Puma ("7 1 "an-. *(*7 an, —(" 3 —V“ ... 


n—1 n—1 | 
T 59 rt a 2 ER Ge 


A folgt hieraus , für bie ald Hauptreihe genommene erfie 
Differenzreihe 


M=ön("7 danıt("7 DT Cr 3 Pant 


n—1 
* T )9a nr iger ER ... 
if aber da,=a, ,,—a, » da. 
uf. fi. daher hat man 


Pet ae" 1) ———— 


n—1 


n—1 
(7 an, F +1 la, rl LI» 
und wenn man aus je zwei Gliebern die Größen 

An Ann y Ann + als Faktoren heraushebt und bez - 


rückſichtiget, dag augemein 7 HE) SZ 
if, wird | 


| ulits Analyſis. 122 


| 





| 


a a 





L 
Pa 


178 Methode der unbeflimmten Koeffizienten, _ 


Een G+J Sa J 


+ 4)% rt ” 
. 200. Wenn die Glieder irgend einer Differenzreihe 
gleich find, fo heißt die zugehörige Hauptreihe eine 
arithmetiſche Reihe, und zwar der erften, zweis 
ten, dritten... mten Ordnung, je nachdem dieſe 
Gleichheit der Glieder bei der erften, zweiten, dritten... 
mten Differenzreihe Statt findet. J 
Man hat daher für arithmetiſche Reihen der erfien 
Ordnung da=da,=da,, alſo da=d?a, =o; je 
nach ift das allgemeine Glied 220) 
ın=a+(n—1)da, und das fummatosif 2W 
| Glied 221) | 
S, =na+ "0-9 ) = ats) wie bekannt. 2% 
- Für arithmetifche Reihen der zweiten Ordnung ift 
Ga=da,=d’a,...und da=d’a, =o, dahet 


Ye, und 295) 





. 9 


— 





S naAI) da AI) (n—2)dra 2%) 
ordnet man dieſe Ausdrücke nach den Potenzen vonen, 
ſo erhält man nach 12) 
3(n—1)(n—2)d?a=1d?a.n?— —X n--d?a, und hieju 
a+(n—-Nda= danta— da addirt, wird | 
an=4d?a.n?-+1} (2da— 3dra)n--a—da J a) 
und eben jo folgt | | 
‚‚Sn=1d?a, 1°} (de dra)nt +j(6a—30a4+20°0 B)- 
Es iſt aber a=a,—a, und dra=a,—2a,ta, daher 
»5 1 (a—2a „Fa,)n: 20082, 3a jn43a-, +2,227) 
=  (a—R2a,rha,)n — 1(2a— 3a, +a,)n? 
+3(11a— 7a, +2a,)n 29) 
‚ mittelft weicher Ausbrüde man aus drei i Anfangeglidem 





— 
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einer arithmetiſchen Reihe der ‚weiten Ordnung ihr allge⸗ 
meines und ſummatoriſches Glied berechnen kann. Für die 
Reihe der Quadrate natürlicher Zahlen 1,4, 9, 16. .. if 
a=1l,a,=4,a,=9, hiedurch wird 
——— n, d. i. | | 
$=tn(n-+1) (2n +1) | | 229) 
201: Für arithmetifche Reihen der dritten Ord⸗ 
| nung hat man d?a konſtant, alfo d*a, da... null, 


mithin iſt | 
a=a+(?7 1 )0a+("z era+(" 3" Jora,und 230) 


= (1)e+(2)6eH(Z)#a+(2)ora: allein 231) 
7) a=td’an - Dan’ + yd’an—dta,- 
und die übrigen Glieder des Auddruds für a, wurden 
ſchon (200) im Ausdrude &) entwidelt: vereinigt man 
dieſe, und orbnet nach den Potenzen von n, fo folgt: 
us 1d°a.n°--1(d?a—2d°a)n?-H}(6da—9d2a+11d°a)n 
| . +a—da-+-d?a—d’a 232) 
; mo gleiche Weiſe fihdes man mit Rückſicht auf 4) 
= a.n4-+- 1,(20?a-30° a)n*+z1,[12%(da=d?a)+11d°a]n=®- 
+. (12a —6da+4d?a— 3d°a)n 233) 
. Die dritten Potenzen natürlicher Zahlen bilden eine aritye 
metiſche Reihe der dritten Ordnung , deren Anfangsglied - 
azi1,undda=]7, da=12, d’a=b6 if; man er⸗ 
hält ſonach nach Subftitution diefer Werthe 
1n2 33n2, nämlich | | 
,=4ma+ne. 234) 
202. Wenn das "Anfangsglieb einer arithmetifchen 
Reihe der zten Ordnung und die Anfangöglieder ihrer 
r— 1 Differenzreihen nämlich da, d?a, d’a,... ei 
fämmtlich gleich Null find, oder was daſſelbe if, wenn 
die x Anfangöglieder a, , a ‚a- J a der Haupt⸗ 
12 * 


f 





x J . 
180 Methode bes unbeftimmten Koeffizienten. -r 


reihe verſchwinden, fo erhält man für das allgemeine und 
fummaterifche Glied berfelben folgende einfachen Ausdrüde: 


n—1 

= )e' aun 5, — 4) a. 
Sollen nun dieſe Formeln in andere umgeftaltet werden, 
welche fich auf die bedeutlichen Glieder der Hauptreihe 
beziehen, fo ift Plar, dag man meil dann das nte be= 
deutliche Glied die (a + z)te Stelle einnehmen muß , in 
beiden Formeln überall n+-r flatt n zu feben hat, wo⸗ 
durch man erhält ' 

an=("t, ")e'a, und S5,= at ja, 
- Nun hat man nach. 4) | 

—J— — ———— . (n-H1)n 


2 .. (Tr 
= „us na 28) 
folglich ift an „Mur, und . 935) 
_ ag +9, ji 236) 


er. 7,77 

Setzt man in diefen Formeln ſtatt x nach einander 
—2,3, 4... und 1 ſtatt d’a, fo erhält man gleichbe= 
deutende Ausvrüde für die fogenannten figurirten 
Zahlen; und zwar für die. Zrigonalzahlen, 
wenn man r=2 fegt, In(n 1): man bemerkt leicht, 
daß wegen 234) ihre Quadrate die Summen der natürlichen 
Kubikzahlen ausdrücken: für die Ppramidalzahlen, 
wenn man 13 ſetzt, ın(n-+-1)(n-+-2), uf. f. 

203. Zwifchen je wei Glieder einer Meihe eine 
gegebene Anzahl neuer Glieder fo zu beflimmen, daß fie 
fi) an die. bereitd vorhandenen zu einer, gach einem ge= 
meinfchaftlichen Gefeße gebildeten Reihe anfchließen, heißt 
die Reihe interpoliren. Die interpolirten Glieder 


xi. Aeithmetiſche Reihen. 1881 


erhalten gebrochene Zeiger: ſind nämlich zwiſchen a„ und 
any,» g—1 neue Slieber einzuſchalten, fo kann man 
fie fo andeuten : 
antd, than} gr v +. + 

Iſt nun die vorgelegte Reihe eine aritbmetifche, oder 
nehmen die erften Glieder ihrer auf einander folgenden 
Differenzreihen fo ab, daß fie. beidem in der Rechnung 
beabfichtigten Grade der Genauigkeit vernachläßigt, daher 
die Reihe näherungsweife ald eine arithmetifche 
Reihe irgend einer Ordnung betrachtet werben kann; fo 
folgt, wenn man fi die Hauptreihe mit dem Gliede 
a„ anfangend vorftellt, wodurch ihr. rted Glied den In⸗— 
der n r—1 erhält, 


a, + Jar) Hz r)0ra + 
et man nun r=1 +8, fo wird 


a, + an —@, + ($) da, + (Doran +) aut ... 237) 


welche Reihe nothwendig abbricht, da eine der Größen 
da, d2a, d*a, ... nahe Eonftant, alfo die folgenden 
gleich Nul find: aus ihr folgen die einzufchaltenden 
Glieder, wenn man nad einander p=1,2,3...9—1 
fest. Bei dem Gebrauche diefer Formel muß man aber 
wohl auf die Vorzeichen der Differenzen Acht haben, 
auch fest fie voraus, daß die gegebenen Glieder ber. 
Sauptreihe in gleichen Abftänden von einander‘ liegen. 
Um 3. B. in der Reihe 9, 89, 244, 474... 
zwifchen je zwei Gliedern A andere einzufcalten, bat man. 
da= 9 —9 = 80,6?a=244 —2,89-++-9 = 75, d’a=o, 
endlih q=5, und man erhält die einzufchaltenden Glie- 
der aus ber "Sormel x=9 +) 8?) 75: hierin 


p=1gefest, wird x=9.16 6 = 19, frp=2, 
x=9.-32 9 = 32 u, ſ. f. fonad) find die interpolir: 


\ 


189. Methobde ber unbeflimmten Koeffizienten. 


ten Sieber: 19, 32, 48, 67, und eben fo findet man 
zwiſchen 89 und 244 bie Glieder: 114, 142, 173, 207, 


u. ſ. fe welche ſäͤmmtlich mit den Gliedern ber Haupt= 


- zeihe eine arithmetifche Reihe der zweiten Ordnung bil⸗ 
den, ſie iſt: 


9, 19, 92, 48, 67, 89, 114,.142, 173, 207, 246 ... 


XII. Rekurrente Reihen. | 


204, Sei pie gebrochene Funktion 
fx A,tAx+A,xr +Ar tr... Az 
Fx B, Ber... He 


in eine Reihe C, -+-(Cx - C x C, x . .. zu ver⸗ 
wandeln wo Ah, A,,A, CA B B, B Ba +. B. 


‚gegebene Koeffizienten bedeuten, bie Fein x enthalten, 
hingegen GC, , C, C,, C,,  . noch unbeſtimmte Grö- 
fen vorftellen. Multiplizirt man beiberfeitd mit dem 
Nenner Fr=B, Bx B, x⸗ +... und orbnet rech⸗ 
ter Sand nach x, fo erhält man 
A,tAxt Anh... HA 
=B,C,+B,C1 +B.C,, BC. 
BG, BC 12 BG, 


BcCI Bert. 
B,G, 
daher if | 
A,=B,C, | 
A =B,C +BC,' D 
A,=B,C,-+BC+B,GC, 


A, =B, c, —+BC,+B, C-+B, C, und alfgemehn 
An= =B ‚Ca+BCn., +B „Cast HB, C+B,„ C, 
Aus biefen Gleichungen folgt 





An ABC, A,—BC—B,C, 
G=3. = ‚,= — 


2 
B. — B, 


J 


— 
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. und allgemein | 
„im Bn mC, — G— .e.0 BCas:- v) 

Iſt nun die gebrochene Funktion ein echter Bruch, alſo 
n<r, fo daß bie Koeffizienten 

Any Angare:- Ar A,ı Ars ſämmtlich 
null ſind, und eben fo B „10% ſ. f., foerhältman 
aus 9* wenn man nach und nah r, ı +1, ı$2... 
flatt m feßt - 

BC,+B,_,CHB,_,&+..- + BC, _; 





= B 
c B.6 +B_,6,+B_.C, $...+B C, 
+1 B - 


_B BB 4 C, +B,_,6,+- . ——— 
u. ſ. f. woraus zu erſehen iſt, daß vom Koeffizienten C, 


angefangen , jeder folgende durch eine gleiche Anpahlvorr 


bergehender Koeffizienten C__ 4, C,_2.-C ıC, 4: ‚G 


rp 1’ Gr e.. c u. ſ. f. beſtimmt wird, 


indem jeder berfeiben nach der Ordnung mit 

vn —_,.00. F multiplizirt wird, d. h. es ent⸗ 
hebt von einem gemwiffen Ko effizienten ans 
gefangen jeder nachfolgende, wenn man 
cine beflimmte Anzahl vorhergehender 
Koeffizienten mit befländigen Faktoren 
multipliziert unb die Summe diefer Pros 
dufte nimmt. Man nennt daher die Reihen, welche 
aus der Entwicelung .einer gebrochenen Funktion zum 
Bufein fommen, rekurrente oder wiederkeh⸗ 








— } 
’ + 
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BB, B. 
rende Reihen, und die Faktoren BB, B.”B. 


ſammen · den Maßſtab, die Relationsftalen der⸗ 
ſelben, nach deren Anzahl die rekurrenten Reihen in 
Ordnungen unterſchieden werden. 
205. Um die Koeffizienten der rekurrenten Reihe 

in ganzen und poſitiven Zahlen zu erhalten, mache man 

B.=1, hingegen bie folgenden Koeffizienten | 
B, B,, B,'. . .'megativ, fo entſteht aus ber. gebros 
| henen Sunftion 
A, +AX+A, "+ ... +Ä,x 


1—Bx—B, x _ Br , 


ber ıten Ordnung, deren Relationsfkale die Groͤßen 
B, Ba... B, bilden, und man erhält 


C=B,C, Bl HH „. +BC_ | J 


— folgt. für: eine rekurrene Reihe der erſten 
Ordnung, wenn man A, A,, Ay ern ferner 
B,, By»... Null fein läßt, | 
G A, C=BA,, C —— GB‘ A, u. Ir 


G=B Au; 3 mithin iſt 


—— BR EHER) 
da dieſe Reihe eine. geometrifche Progveflion bildet, ſo 
ift jede refurrente Reihe der erſten Ord— 
nung eine geometrifche Reihe, 

Umgekehrt findet man aus dem erften Gliede einer 
refurrenten Reihe A,, und der Relationsfkale B, ben 
zugehötigen erzeugenden Bruch, wenn man ihn 


A, 
| wet ik. 3. B. Bei der Reihe 


zu⸗ 





"die vefurvente Reihe 











= 
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| IVIXA ix? — EL E =1,B=—ı, 
2 

Ir Ix 24x 

- 206. Bei einer refurrenten Reihe der zweiten 
Ordnung, if A,, A,,. . . ferner Bu B, ... 
Null, ſonach 
CAA, C,=BC+B,C,,C,=BC,+B,C, 
u. ſ. f. G.* BC. — — —— 3.8. für die 


Relationsfkale 3, + w und bei den Anfangöglicdern 
A=1,A=2, iſt die entſprechende Reihe 
1, 2x, 4x?, "See, 162°, .... Um aus ihren zwei 
Infangögliebern C., C und der Relat onsſtale B, B. den 
erzeugenden Bruch zu finden, hat man 
A=C,,A=C—BB,, ſonach iſt der geſuchte Bruch 
| —— z. B. bei der Reihe oo. 
144x-14x? +46x° +... ift C,=1,C0=4,B=5,B,——-6, 
1—x 
1— IX+6x 2" 
die Relationsſkala nicht gegeben wäre, ſo findet man 


daher der erzeugende Bruch —— 








alſo der erzeugende Brud = Wofern aber 


aus den Gleichungen C, =BC-+-B, C,,C, =BC,+B,C 
. _CE, — 62, 

die Größen B = ec, ⸗2 ——— 3. B. 

für die Reihe x +2x2 43x8 + dx? Hör ... iß 

c. =0,6=1, C‚,=2,(C, —3, alfo 

B=2, B,=—1, Au, A=1 daher der erzeugende 


x 
Terre 
207. Das allgemeine Glied einer rekurrenten geihe 
Cmx” wird nach (200) nur mittelft‘ der Koeffizienten 
der vorhergehenden Glieder beftimmt. Berlangt man 


dafür eine independente Form (117), ſo kann man auf fols 
gende Art verfahren; man nehme an, der Nenner des - 
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u . A-HAx-+A, x? A 17 
erzeugenden Bruches Ber TI 
x 4— —Bxı—B, X ’—.B x 


‚ erhalte r verfchiebene zweitheilige Faktoren, welche fih 
finden Lafer, wenn man denfelben = 0 feßt, und von 





. ' B x. B 1 
’ . r r— f x :_ 
der Gleihung x + 5 te „ty = 
r x B- 
die Wurzeln fucht. Viren dieſe 


1 11 1 
a’ b’ec —y ..o. p 1 
ie R| 

= (x— al). .. — (x Dralleindag 


=, fo bat man 156) 


von x freie Glied, öder 


4 411 ... 1 1 baher wird, wenn man 
:P4 3 


store 
beiderfeit mtB=+ab.o...p.q. multipliziet 
Pr=1-am) (br)... pe) (ige); 28) 
man febenun | 
' fx D, D, \ D, j D. 

Fx 1-— It 1 br Io xt Tor 
wo D,,D,,D, ... D noch " unbeftimmte Koeffi⸗ 


zienten bedeuten, welche gefunden werden ‚wenn man 
fämmtliche Brüche auf den Nenner Fx gebracht bat, 
und die fich ergebenden Zähler mit fx vergleicht. Es ift 
aber leicht einzufehen, daß dann der Zähler irgenb eines 
Bruches fämmtliche Wurzelfaktoren 
1— ax, 1—bx,.. .1— qx mit Ausſchluß besjenigen 
enthalten wird, der in ſeinem Nenner vorkömmt, daß 
ſonach alle übrigen Zähler verfchwinden, wenn man die- 
fen Wurjelſaktor null ſein läßt: hiedurch erhält man für 
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, 1 
ax—1, oderx=- 





D. I— 2 4... —1 )=f r nämlich 


D’(a—b)(a—c).,.(a—g) 
Aatı Aa "A, ® P... A 


Kira rar. A, 230 

(a—b)(a—c) . .. (a—p) “=D —. 

folgt, und eben fo erhäft man für =. 
A, HABTHA,BT... a 
= E00. u. ſ. f. 

Wenn aber die Brüche | 


DD D DD. 'D, j 
re 1— br’ 1—cx'' 1— qx nad) (202) 
in rekurrente Reihen verwandelt werden, fo ergibt fich 


I =D, tm taı 4 Fam...) 


woraus D, = 


1— 
Di —D,Utbehbeer 0. 4bran.. 


. ee RT + + 1 TB Tr Tr I Tr HH 


— 


a Dirty ... gTmn, ..] | 
fonach ift der Koeffizient von xw, ober | | 
MD hBD, OSD, +... +a"D, 240) 


208. Hiernach erhält man: für Reihen ber zwei⸗ 
ten Ordnung 
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A, Ax A,arA 
das) (Abe One”D,+b "D, D,=7.y° 
D. Ind. a 24) 
für Reihen der dritten Ordnung 


h—a 
A,rAx-+-A,r 
Aa) hr)(l-ee) (m=@"D,+b"D,+e "D, 
A,a®-HAa-+A, _A, b?->Ab+A, 





a 
A, co? -+Ac-HA, 
D, = "(sa)(o—b) ' uf. f. ‘ 242) 
3. B. Sei der erzeugende Bruch 
A—x 1—x 


T- 5x6  Aandan, Pam, 
und D,=—1, D,=2, und daher dad allgemeine 

Glied [27 4 2. 3m] xm; die zugehörige Reihe ift 

1, 4x, 14x? 4658, 146x?, 464x0,... Für den 

| ——— 
Bruch CADCC hat man 


D,=1, D,=—1,D,=1, ao „=1F (274), 
bie zugehörige Reiheifl: 1,2x, —2x?,8x°, — 14x: BIx5, 0. 
209. Hat aber der. Nenner des erzeugenden Bru- 


ches zwei gleiche Faktoren, jeden. gleich -ax, ſo wird 
man den gegebenen Bruch 


A,+Ax D, D, 
QA-axj® "1 +27 — - feen, und die Größen 


D,D, durch die Bebuftion der beiden legten Brüche 
auf einen gemeinfchaftlichen Nenner beftimmen, man 


A A 
findet ſo: D=A, + — 7 D, = — 7, und weil 


1 j 
(_anys 1 + 2ax 4 3a? x? 4 das x⸗ 4 o.., fo 


[8 
® 
# 
‘ 
DL} 
Pi n 
= 
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entfieht aus dem erften biefer beiden Brüche t das allge= 
meine Gliede (m-+1)a” D, , während der zweite wie 
zuvor am D, gibt: und eben fo kann man bei mehreren 
gleichen Fakteren verfahren. 


1— 5x-+-8x? D. | _D | D, 
3». (1—3x)?(1—2x) = a3. 1— 3x + 1— 2x’ 
und man erhält Dh. =3, D,=—;,D,=2, alfo ift 


auch das gefuchte allgemeine Glied 

C„= (2m — 3) 37-3 + 2mtı, und bie zugehörige Reihe: 
1, 3x, u 43x? , 167x?,... Eben fo gibt der . 
29m-+-2 


Sm+2 


Bru 2 Fr) zum allgemeinen Stied + 


wo das ‘obere Zeichen für ein geraded m gilt, und bie 
zugehörige Reihe 3, —Iıx, Ex, —AX!,... 
Einen ausführlichen Unterricht über biefen Gegenftand 
findet man in Eytelmeins Grundlehren der höheren 
Analyfis. LI. 492. Berlin 1824. , 
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Bmweite 8 8 u ch. 


Differential» und Integral ⸗Rechnung⸗ 
I. Leibnitzen's Infiniteſimalrechnung. 


210. Läßt man in einer Funktion y von x, bie 
veränderliche Größe um einen unendlich kleinen Theil 


derfelben — = wachen, fo heißt nad Seibnitz biefe 


Veränderung, dad Differential derfelben, und wird 
. mit dx bezeichnet, und die zugehörige Veränderung der 
Funktion y, nennt, man das Differential der 
Funktion, weldes ebenfalld durch ein vorgefegtes d 
angedeutet wird. Das Differentiale einer 
Funktion wird Daher gefunden, wenn man 
in Derfelben überall x-H-ax ftatt x fchreibt, 
und von der fo veränderten Funktion bie 
Funktion felbft abzieht, endlich in dem Er 
gebniſſe fämmtlihe Glieder, welche hi 
‚ bere Potenzenvon dx enthalten. in Bezie 
bung zu dem Gliede mit deffen niedrigſten 
Potenz, wegläßt. | 
3. 38. Sei y=ax-+br2—2c, fo findet. man 
y+dy=alx+dr) +-b(x +dx)® —2c, baher 
dy = (ax-+-2bx) dx. 
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24. Hiemach findet man für bie algebraifchen 


_ Sunftüonen = Ax®, y = Fr. fx, und —* die Diffe- 


rentiale, wie folgt: Es ift, wenn y= Ax” gefegt wird, 
y+ dy —A(x +dx)"—Ax” +nAxtrı dx 

| --in(n—1)Ax"dxr +. 

und hievon y= Ax" abgezogen, bleibt 

dy=nAr""ı dx +in(n—1)Armdrh... 

und die Glieder mit dx? und ben höheren Potenzen von’ 

dx weglaflen, wird 


4. Axv -n Axn-i dx... 243) 

Seäetzt man hierin n=y, fo wird Ax AY x, daher 
Adı 

d. AYz= 37, .. 24) 


Sinuny=fx. ‚Fr, man feße zur Abkürzung /x=p, Fx=q, 
fo wird 

y+dy=(p-Hap)(q+dg)=pg + pdgrgdp-tap.aq. 
hievon y=pq abgezogen , bleibt 

 dy=pdq +qdp-rdp.dq Ä 
es verfchwindet aber dp. dq ald ein unendlich Kleines von 

ber zweiten Ordnung, in Beziehung zu den Gliedern 

pdq, gap, fonady hat man | 
dy=pdg + gap, db. i. — 
d. Fx Sx=fx. dPe-H Ex. — . | 245) 


Sei endlich =" pr’ 


y./x=Fx, deſſen Differentiale nad) der Formel 45) 
y.dfx-H/x.dy=dFx if. Aus dieſer Gleichung 


folgt fofort dy= IE, 
feinen Werth ſetzt 


Fx fx.d Fı—Fx.dfx * 
d. ⸗ — —— — X - 246 
———— 


ſo erhält man hieraus 


, oder wenn man ſtatt y 
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Beiſpiele. 8x, gibt dy = 24xrge' 
yah=ıın gibt dy=— 272"*dx | 


J— gibt dy ⸗ 8Sx Ede 


. 8x6 27 “ 
= ‚gibt dy= % xıy x2. dx 














— 
8 a, 
8x 90V 88V’ 
— — ibt 
— — 
dy=(ixVYx+ < = )d 
x? UV x Vx 


y- — (81 — 502 + 7x5)2 (3x? -- 5x2)’— p: g’gefeßt,... 
gibt dy =2pg*dp-+3p?q?dgq=pg’(?gdp-+3pdg), oder 
dy= (8x2 — 5x⸗ 4 755) (3x 5x)⸗ x 

[3 (8x: — 5x8 + 7x5) (21x65 + 10 x) 
+2 (3x? 45x?) (16x — 15x? + 3öxt)]dx 


212. Die transzendenten Funktionen | 


x 0 
y=log.x,y=a, y=sinx,y=cosX, y=tangx, 


u. ſ. f zu diffexenziven, hat man für 


y=lo. “ y-dy= log. (x + dx) 
Bu =log.x(1+ =) = log.x-Hlog. (1+ =) 
bievon y=log.x abgezogen, bleibt 


d ', ‚dx dx? . 'dx® 
dy= log. UH-DAT— 3: + Fer: ) 
| ‚Adx mn 
daher d. log.x= — . . . wo A den Modulus 247) 
des logarithmiſchen Soſtems bedeutet, alſo für A=1, 


faız- -7. .. . . M 


„1 





SE 
3 


1 Benigene Snfiniteflmalsehnung. 193 





| My= , fo hat man, beiderſeits Logarithmen ge⸗ 
nommen, y Xa, und. biefe3 differenzirt gibt 


jr ia, ober. dy= ydx. ja, d. i. 


I 


datmat.dıda... 2249) 


Fürae, iſt ie=1 daher d.e* =, dx... 250) 
Hy=sinx, alfo | oo 
Yt+dy=sin(x--dx), ober | | 

| Ytdy= sıinz.cosdx + sin. dx.cosx Ä 

Da nun dx eine unendlich Fleine Größe bedeutet, deren 

Sinus in dx, und deren Koſinus in die Einheit über⸗ 

geht, ſo hat man 

74 dy= sinx--cosx, dx, und hieraus folgt 

d. Sin x cos x. dx... 251) 

; Seht man hir in — x flatt » x, alſo — dx flatt dx, fo 
bid dsin (Am — xX)=—cos 4 T—X) dx, oder 0 
deosx = — sinx.dx... . 282) 


d.tsx= de — = und nach 246) 











„(Os X, dsin —sinx. dcosx-  cos!x+ sin?x _ dx 
cos? x .cos?x 008? x 
d. i. 


— 


= y 2 .o.% ” | 
z dX sec x 253) 








dx 
d, t pe 
5x cos 


1 und hieraus erhält man durch Vertauſchung von x mit 
In— x 


| Ham = — diene .... 25%) 


derner iſt d. sec x=d, * — cosX _ sinx.dx 
cos x cos?x cos? x 
| = igxX. secX dx d. i. 
diexr= tgX. sec XdX..., und für Ln—x flatt x 255) | 
Kutik?g Anaͤlyſis. 13 | | 





* 
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. dx = — ar "Va=mez , hingegen folgt aus de 


d. arc. — 5** 259) 
dz -' 6 
Latte — ... 260 
Te. ) 
Eben fo ergibt fich aus 252) und 254). | 
' d.alt.c0sz = — — _ | 561) 


| 


wird hieraus 


d,cosecx=cotxXcosecX.dX.... | 256) 
d.sinv.x=sinx.dx... um 0.7) 
d. cos v. - —- cosx dx... 288) 
Die Formel 251) gibt 
d.sinx d sin x 


Formel 253) 
_disx__ disx. 
— secx A-+Hg’x 
chung sinx=z, und in der letzteren tgx=z, fo wird 
x beziehungsweife 8 sin 2, und arc.tgz, daher dat man 


; feßt man in der erfteren Sei: 





va-e)' .s.e . 
d. aro. co. .., aus 255) und 256) 262) 


17° 
. dz 
d.atc. ers o... 263) 
_dı i 
d. ate. cosec2 = vVe—D ... Berner erbätt man 
aus 257) und 258) IJ 264) 


d. alt. sınv. = ——— j 
d. arc sın UV V (22—ı:) ' 


a —dz Eudlich & 
d. arc. cosv.z= Var) eo. Endlich find.t 266) 


man mit Zuziehung der Formel 248) 

d.log.sinx = cotX.dxX..« | 27) 

u. log. cosx ⸗—-ts X dx... 268) 
n, 
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| dx | 
ditanzsxm — | 269) 
SIRAXCOoSX 
— dx 
d.d cot.x= e—— |... 270) 
sinx.cosx “ 


Beifpiele, Sci y= ae ar) 
(15x? — 2x) dx 

— per! 

6xꝰ 3 B 5x3 


or +», x Aa.de 


ſo findet man dy * 











X 





dt y=a ‚ wird = 


xd — 
Se 1m iR (x +y?), fo ft gd= in 
| Siy= sin” x, fo ift dy = m sinmni X.cosxdx, 
ı JSsinx.tgx, dyztgx(secx +cosx)dx. 
 J=Xsinx, dy= (sinx-H-xcot x) dx. 





22 arc. 15T ‚dz — 
| a—y rdy 
1=r,arc, cos de = ——— — 
|  Vay—y) 


Sei y=jarc.sin[dxyY (1--x®)], ſo iſt ay — —— | 


| U, Theorien der Differentialrechnung. 


. 213. Um bei der Leibnitziſchen Theorie den Vor⸗ 
wurf. zu befeitigen, daß man, wie Flein auch dx anges . 
nommen wird, flatt ber firengen Refultate welche die 
| Ienderung einer Funktion zur Folge hat, nur Nähes 
rungswerthe für diefelbe erhalte, indem man bei Aus⸗ 
mittelung ber Regeln des Differenzirend immer bie höhe⸗ 
ten Potenzen von dx außer Acht läßt, ftelte man die 
Behauptung auf „die Theorie erhält nur in dem Falle " 
frenge Giltigkeit , wen dx wirklich =o wird.” Wenn 

13 *. | | 
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gleich bei diefer Vorausſetzung auch dy=o fen muß, 


— 


fo kann immerhin das Verhältgiß dy: dx oder ber 
Differentialquotient - = etwas Beflimmted ge⸗ 


ben 112), wie auch ber — * vo. nn angenommen 


wird. Auf diefe Art erhält man für 7 * einen beſtimm⸗ 


| ten bloß von der Form der Funktion abhängigen Werth, 
“welcher daher Berfhmwindungsquotient genannt 


wird. Es ſei z. B. y=Ax", fo ift 


yray=Alx"-Har""de--In(n—1)x""2dx--...), alfo 


dy=A(nx” drinn —1)x""®dı°+-...) hieraus folgt 
I = Anz übereinftimmend mit der Formel 243). 


- Die Regel nad) welcher ber Verſchwindungsquotient 
nach dieſer zuerſt vom Euler aufgeſtellten Theorie ge⸗ 
funden, wird, iſt folgende: man ſetze in der vorge- 
Legten Sunftion von x überall x+dx flatt 
x, ziehe von dem KRefultate die gegebene 
Sunftion ab, theile Dann durchgehends 
mit dx, und fege indem Quotienten dx«=o, 
Die Ableitung der einzelnen Differenzirungsregeln ift 
nach diefer Theorie von jener in der Leibnitziſchen 
Theorie nicht wefentlich verfchieden: und die Formeln. 


233) bis 270) haben auch hier ihre Giltigkeit. 


214. Man hat gegen die Euleriſche Shen 
rie bie Einwendung gemacht, daß aus ber Gleichung 
I=p, die andere dy=pdx folge, welche. ftreng 


genommen bei der gemachten Vorausſetzung mit o= 0 
identiſch iſt, daß ſonach die Differentialrechnung zu einer 
eigentlichen. Nullenrehnung wird. Man hat daher, um 

ſowohl den Vegriff des ;unendlichtieinen zu vermeiden, 


\ 


”- 
> 
Wi 
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als auch ohne die Differentiale auf Nullen zu bringen, 
die Differentialrechnung auf den Grenzverhältnifs 
fen zu begründen gefucht. Wie immer eine Funktion y 
befchaffen ift, fo Fann ihre Differenz dy als ein nach den 
- Potenzen von dx fortlaufender Ausdrud betrachtet wer- 
den, den man erhält, wenn man in y=fz, überall x-H-dx 
ſtatt x ſetzt, und hierauf die ſo veränderte Funktion 
y+-dy= f(x-+ x) je nachdem ihre Form befchaffen 
ift, entwidelt, nad) den Potenzen von dx ordnet, und 
endlih y=fx beiderfeitd abzieht: man kann alfo feßen 
 dy=Pox-+Qöx® 4 Roxe .. .., und folglich 


T=P-+Qöx+Röxe + o.e =P-rSox, wenn 


man die Summe ber in dx multiplizirten Größen mit 5 
bezeichnet. Läßt man nun dx ohne Ende abnehmen, fo 
erhält man, wenn dann die. mit Sangebeutete Reihe Fon- 
vergirt nach (114) 
m 0Y 

lım 3x = . . 
es ifi alfo der Koeſſizient des erflen Gliedes, der zur ' 
Beflimmung ver Differenz einer Funktion nach den Po- 
tenzen von dx fortfchreitenben Fonvergivenden Reihe bie 
Grenze, der fih der Quotient aus der Differenz ber 
Zunktion getheilt durch die Differenz .der in ihr enthal= 
tenen .veränderlichen Größe ohne Ende nähert, und den 
man zum Unterfchiebe den Differenfialquotien= 
ten nennt, und feine lieber durch Vertauſchung des 
Buchſtabens d mit d bezeichnet. Dan hat fonad) 

. 6y_dy_ Ä —* 
woraus durch die Multiplikation die Differentiale . 
gleiyung dy= Pax zum. Borfchein kommt. Um z. B. 
aAx” diefer Theorie gemäß zu finden, hat man für 


\ 
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, yahe, yroy= Alx + dx)" 
—=A(z" nr dr + in(n—1) os’... .) 


daher Te A(nx"rt + in (n— 1) dx. ..), woraus 


Im J A ax — = I, alſo 
dx 


= Anx"-ı dx wie e oben folgt. 
Die Entwidelung der Differentiale fämmtliher einfachen 
Zunftionen findet n man nad dieſer Anficht dargeftellt in 
VB. I. 200. 


215. Von dieſer Theorie unterſcheidet man noch 
“ bie Theorie der abgeleiteten Funktionen, 
‚welde Lagranſch (Lagrange) zuerſt aufgeftellt hat. 
Setzt man in einer Zunftion von x überall x + h flatt x, 
fo gibt die Entwidelung von f(x-+-h) eine nach ben 
Potenzen von h fortlaufende Reihe, welche_mit an⸗ 
. fangen muß, weil f(x+h) für h=o, in Jx übers 
geht, man ſetze alfo 
S(<x+h) =Ferpir gb +rh® + she +... 0) 
wm p, q, ⁊ ... neue Funktionen von x bedeuten, und 
kein h he erhalten. Segt man in diefer Gleichung 
h+kftatt h, fo folgt | 
x+h+k=fz+p(h+ki)tgkh+k)-Hrekhtrk)r.. 
ober wenn man die einzelnen Glieder entwidelt, und 
Kürze halber die Faktoren von k?, kt... it ne. 
bezeichnet, fo erhält man | 
Ferhrkhefsthphrgbrtihetsheh... 
R(p+2gh+HS ch? +4shr. . )+mk’take,.. p) 
fest man aber in a) x+K flatt x, und bezeichnet die 
Aenderungen , welde die Funktionen p,q, x... hie 
durch erleiden mit pt, P’ rg, gr, r... 
fo, daB dann der Formel ı) gemif 
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aus p die Groͤße ptpk+pke... N 

q argkrgf’ir... 

* Ir rkpıkep... entſteht; 
fo erhält man — | 
f(x-+-k-+h) =fx-Hpk-4gke ik... 

+bip+pk+pkr .. .) 
a). 


rh’(grg’igrg" 
+h’(r +rk+ 2 
oder wenn man dieſen Ausdruck na ordnet, wird 


Ixthrh=fetph gb Hier... 
+k(p+ph+gb’+rh’ +...) +uk®+rk® ,..y) 
Sest man die beiden für f(x + h + k) erhaltenen Aus⸗ 
drüde 8) y) einander gleich, fo erhält man 
p-+2qh -++3rh2--4sh?... = p+p'h-+g'he +rb’+ .. 
bieraus folgt: | 

=4p, r=}qQ,s=4riuf.f.d) Es iſt leicht einzu⸗ 
ſehen, daß von den Größen X, p, q, x, 8... jede 
aus der zunächft vorhergehenden auf diefelbe Art. gefunz 
den wird. Wenn man nämlid) in fx die Größe x—+-h 
flatt x fegt, und in der fo entftehenden Entmwidelung den 
Koeffizienten der erften Potenz von h. beflimmt, fo erhält 
man p: ferner wenn man in p, welches ebenfalld eine 
Funktion von x ift, flatt x überall x +k feßt, oder weil 
die Koeffizienten diefer Entwidelung p’, p’ .. . vonk 
nicht abhängen, flatt x überall x-+-h ſetzt, fo entfteht 
der Koeffizient der erſten Potenz von h gleich p’, wo⸗ 
von q die Hälfte iſt: und eben fo erhält manı, wennman ' 
inqwiederx + h ftatt x fegt, und in der fo entftehenden 
Entwickelung den Koeffizienten ber erſten Potenz von hgleich 
g’ fest, da bannı=}q' ausfällt, m. ſ. f. 


216, Wegen diefer Steichförmigkeit der Ableitung 
ijeder dieſer Größen fx, P, q, I, 8... aus der naͤchſt⸗ 
vorhergehenden bezeichnet Lagranſch die Funktion pp" 






— 
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mit den Seichen F, x, und es heißt p=f,x die erfie 


Ableitung der. Stammfunktion fx, und weil p' bie 


erſte Ableitung von p ift, fo heißt p'=f,x bie zweite 





Ableitung von fx, und auf gleihe Weiſe ift die 


erfte Ableitung von p’ gleich fx, und heißt bie Dritte 


Werthe von F, x,F 


chungen d) fo erhält man Behr, q=ıip'=ıf,x 
alfo defien Ableitung !=4f,x, mithin 
T=)g=lfır, daher = I fr, und 523 rauf 
u. ſ. f. Mittelft dieſer Werthe vonp, q,r, Ss... 
erhält man aus a) den für bie Analvfis fehr wichtigen 


Ausdruck: 


Farhj=fchhf, 


- Ay d(d"'y), oder noch allgemeiner 


h⸗ h’ h+ | 
tft Arte r ... 


welcher nach feinem Erfinder Taylor ber x ellior’fche 
Hehrfag genannt wird. 


217. Die höheren Differentiale einer Funktion y + · 


von x werden erhalten, wenn man bad bereitö gefun« 
dene Differential von neuem bifferenziret: man bezeichnet 
fie mit dey, d'y,d’y...dy.  gehet bieraus 
bervor, daß allgemein dad nte Differential einer Funk⸗ 
tion , dem Differentiale ihres (n— 1jten Differentiald 
gleich ſei, nämlich es iſt 


dy=d'(d y). 

Kömmt man beim fortgefehten Differenziren auf ein Dif- 
ferentiale, ba8 von der veränderlichen Größe unabhän- 
Big iſt, fo find alle folgenden höheren Differentiale Null. 


! 


: Ableitung von fx, u. f fe Bergleicht man die 
.. mit den beim fortges 
fegten Differenzirgn : ch erben Differentialquotiene 
ten, fo. erfieht man ohne Schwierigkeit, bag fie identifh 
| find. Subftituirt man aber diefe Auötrüde in den Sleis 


279 
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Beiſpiele. Für y=x”, wenn n eine ganze 
poſitive Zahl bedeutet, und dx konſtant angenommen 
wird, erhält mandy — nx"7! dx 

d2y=n(n—1)x""?dı? 
—* n(n —1)(n— 2)x""2dx?, 
ei 


und allgemein d’ y=n(n—1)(n—2) ... (n—ı-H)x" dx, 
alfo d"y=n(n—1)(n—2)..3.2.1.dx",und 

PHyz=o, dty=o,uff 
Yu y=sinx ergibt ih Kür y- Az iſt 


dy=cosx,.dx | dy=x"! dx 
dy= — sinx.dx? .dy=—x"!dı? 
d’y=— cosx. dx? dy=1.2xr!dx® . 
d’y=sinx, dx dy=— 1.2. 3x"idx* 


dsy= cosx.dx?® u. f f. dy=1234xsdxtuff.. 
allgemein ift 
din snx—sinxdxin, darri sinx—=cosxdx’t"t13 
di”}2 sinx—=—sinxzdx*"t2 und 
HE nz — cosx,dx’”*®, hingegen | 
Pix—=+1.2.3 ... (m—1)x"de", mo bad 
obere Zeichen für ein ungerades, das untere für ein ge⸗ 
tades n sit, | 


_ IL Die partiellen Differentiale. 


218. Dede ganze oder gebrochene rationale Funk⸗ 
tion einer veränderlichen Größe x ifl nach 75) in der Form 


F* Ax"--Bx’ + CE +... 
enthalten, wo A, B, G . . „ beliebige von x unabhänz. 
gige Koeffizienten, a, b, © .. aber ganze pofitive 
Zahlen bedeuten. Eine irrationale Funktion kann mittelft, 
bes binomifchen Lehrſatzes in eine Keihe nach den Poten- 
zen von x mit ganzen pofitiven Exponenten, fo wie jede 
transzendente Funktion in eine foldhe Reihe verwandelt 
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werden; daher ift obige Form der Repräfentant jeder 
Funktion einer veränderlichen Grüße. , Eine Funktion 
zweier veränderlichen Größen erhält zwar in Beziehung 
auf eine derſelben, x, die Form 


FC(x, y)) Px Ho HRE 4... 
allen P, Q, R... find dann gewiſſe Funktionen von 
y allein, deren allgemeine Form iſt | 


a,y -+b, Fr+oy + ..o entwickelt man | 


daher die Produkte aus den Größen‘, xb, z° x... inde 
Größen P,O,R, fo erhält man offenbar Glieder von | 


der Form Key Bx’yt ... wo A, R,... belie⸗ 
bige von x und y unabhängige Koeffizienten ‚a,b... 
unda, ß. . . aber ganze "pofitive Zahlen find; es hat 
daher jede Zunktion zweier veränderlichen Größen bie 
Form s 
fix, y)=Ax’y” +Bx Bere +. .. 27) 

219. Differenzirt man dieſe Zunktion, und ie 

f&,y)=u, fo folgt 
du=a Ax". ta dx + vAx a1, 

+ bBxP1,P dx--#Bx A + ... 
oder wenn man die Glieder mit dem gemeinfchaftlichen 
Faktor dx, und dy abfondert, und Kürze halber 


M= aAx ! y* -HbBx? y ß 4 ecx 1,7 ’ı. . 

Naar Ir... 
macht, erhält man du=Mdx-+ Nay; . 
es ergibt ſich aber bei näherer Betrachtung , dag M daß 
Differentiale der Funktion u fei, wenn in ihr x allein 
veränderlih uub y Eonflant wäre, welches man das 
partielle Differentiale der Funktion u in Be: 


/ 
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ziehung auf x nennt ‚und buch das Symdol ( =) bee 
wichnet: eben fo ift N das partielle Differentiale der 
Funktion u nach y, alſo x263 , hiernach hat man — 


du = —— | 22770) 
Bire vor (u,z), e bätte man bem gem, — 
dv=\— )du+ =): dz 


Hmm u wie vorhin glei f (x, y), ſo bedeutet () du 


den Theil der Funktion dv, wenn in ihr z unveränderlich 
wäre, mithin das Differentiale von v in Beziehung u 
x und y; man bat alfo 


6) u= (2) dxr-t- (5) dy, und hiernach 
— —A art z)a | 2 


u. ſ. f. * Janttiec mehrerer amerlichen Größen, 
d. i. das Differentiale einer Funktion meh— 
rerer veränderlichen Größen iſt der Sum 
meihrer partiellen Differentiale gleich. | 


BET u, gibt, 
x+y 


( = HOCH NO) z, _ ——— 
dx/ (x-+-y)? | RR: +y): 

da\, __ (KANN, _ GET, 

(1) er rn? TR m y 
fonah Hat mn = 


„u 4 10xy + y)dax— (5 dx — _ (Sx°-42) X)ay 
F +? —— 


dx 
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2%. Man differenzire nun noch die gZunttion M | 
nah y und N nad x, fo erhält man 





a no Ge — 1 y-1 | 
(Zar iye- ænx Cx y ur 
und | 
Te 
a Fr Ax —1 J * Ir on 
oder es ift ( =) =[ — j | 0. 276) 


J 


welches bie Bedingungsgfeiäung für das Dif- 
ferentiale einer Funktion mit zwei veränderlichen Größen | 
iſt: wird berfelben bei irgend einer Differentialgleichung 
du = Mdx-+-Nay . 
nicht Genüge geleiftet,, fo kann fie auch fein vollſtãndi⸗ 
ges Differentiale bedeuten. 
Stellt man ſtatt M und N ihre Werthe ber, fo folgt 


Ka 


es ift fonach einerlei, ob man von der Funktion u bad 
partielle Differentiale nah x, und von dem Ergebnifle 
das partielle Differentiale nad) y nimmt , ober aber 06 
man u zuerſt nad) y und dann nad) x diffetenzirt. Ale 
gemein hat man wenn 


(=): (7 9) beziehungsweiſe bad mte partielle Dif | 
ferentiale und x und dad nte nach y vorftellen, 














a—m @ 


(G)FeC-D.- mtl) Az Y=X 
(F = ala—1).. (—a+l)Ary = y, ferner 


⸗ 





— ET / R , \ ur * 
Fa 
! 
| 
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(# =) = Ken om tleleD..x 


 (o—n+1)Ax wye ‚und 
= = Aa-1) ».„ (a—n+i1)a(a—1)...xX | 
| —m y’ 


(a—m+1) Ax- 
alfo 77, - = =) odex für X und Y ihre me 


gefekt, it = er — — a 


ſoll alfo von u F mte partielle Differentiale nach x, 
und von dem Ergebniſſe das nte partielle Differentiale 
nad y genommen werben, fo Tann man bie Rechnung 
in beliebiger Ordnung vornehmen, mithin u früher nach 
x dann nad) y oder umgekehrt differenziren. Aus Dies 
jem Stunde ſchreibt man für Ä 


2} 





du u, 
(2 | und allgemein für 


8 ER Su ” 
ER) . 


221. Differenzirt man bie Sleihung 
nm Mdax+ Nay; ; fo erhält man, wenn Kürze halber | 


= =», (2 7) = U) TR ort win, 


— ax + Marc iR ay + Na>y, 
6 if aber aMm=(— )ux +(F Tl 


⁊ 


Fu 


% 


. deu=Pax + 2Qaxdy +Ray* oder, wenn man für 


- Unter under Boreusfetungen, findet man 


d’u= 


= 
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'/dN NL. 
dN= Ma⸗ * —— dy oa. + Ray, 
ſonach hat man 


du=Pax:--20dx dy-HRay? Marx Nary. 
Sol diefer Ausdrud die nchige Beſtimmtheit —* ſo 





7, als auch von — Woekannt 
dy 


ſein. Gewoͤhnlich ſind dx und dy tonftant, alfo dx=o 
und d’y=o0, unter biefer Vorausſetzung wirb 


?,0Q,R ihre Werthe fubftituirt 
du= — dx? +2 (2) ara —— | 


Sei z. N u=12r° y— Syer-t y* fo ift 
_ M=36xr: y—3y: 
N = 12x® — 6xy + 4y® 
P=72xy, 
Q = 36x* --6y 
R= 12y*— 6x, daher 
d’u=72xy dx? +12(6x°— y)dxdy +6 (2y—x) dy? 








—* —— 
ds 
* Ay 
und allgemein d’u= 


—*8* ar (= d a) u ay 
er maytt Yan ax dy⸗ 


GE Km) ayaı + aya 
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222, Nimmt man im Ausdrucke für d’u, von der 
Funktion P dad zweite Differentiale nad) y, von Q das 
erſte nach x, und das erſte mach yı endlich von R das zweite. 

| Dilferentile nach x, fo erhält man immer 


(Gr dy® — 2) zum Refultate ; daher iſt | — 
— — 


| die "Bedingungsgleigung, daß ein zweites Dif- 
ferentiale einer Funktion zibeier veränderlichen Größen 
vollſtändig ſei. Bezeichnet man die Koeffizienten der 
Glieder in d’ugit P,Q, R, 8,'ift alfo 
’du=Pdxr + 30dxs dy+ 3R dx dy⸗ +Say® 
und fucht die Werthe von 


Ed: 


zeugt man ſich, ob fie fämmtlidy einander gleich find, 

man hat ſonach für die Vollftändigfeit eines dritten Dif- 

| ferentialed derfelben Zunktion die. Bedingungsgleihung 
deP (2 d:R des 

* a) (ar? Bye) 280) 

87 z. 

(du=2 — —12y4—39xy>) dx —xy°(96-+-195xy)dxdy 

— 4x2 y2 (36—65xy)dy?, fo findet man 


e = — 2(484 195xy) y° = (2)= (4) 


Ä vemnach iſt dieſe Differentitgteichung vollfländig. * 





— — 







w. Der Tellor'ſche Lehrſatz. 


223. Setzt man in der allgemeinen Form der 
Funktionen mit einer veranderlichen Größe x 


fx=Ax' 4 Br (x +. 


er 


|": Differential⸗ und Integral⸗ Requung. 
xPVB flat? x, und entwickelt ſodann bie Binome 
(h) ‚x-+-hP ‚x+h)... fo erhält man | 
fa-+h)=Ax ra (Ar hei ax nrı 
| a ?n>+(3)Bx Zu 
a) Far (ehrt. 


® 0 0 ® “. r\ 0 .. [ } ® 0 ® “ ® 


nun iſt die erſte vertikale Reihe fx 
die zweite > 


—=h(a Ar — Bu un 
die dritte | 
= ıh’faaNAf —E —E 2.) 








⸗ h» 
=, er fox, eben fo findet man Die vierte 
‘hs 8 hs . 
vertifale Reihe = Ten =>; fr und allgemein 
h d"/x hm 
bie (m + Nie aa nn = my x 
ſonach hat man 


Kx-h)=/x+h. Ft erh Art. .. + fin .. | 
übereinftimmend mit (216) 


. Nimmt man h negativ, fo erhalten-alle Glieder 
mit den ungeraden Potenzen von h ein negatives Zei⸗ 
chen ; ‚ed iſt daher Tacmein " 


Neth rec. yr280) 
Schreibt man aber Kürze halber ſtatt ix, Sur, 2. 
bloß f, Sa Zur — und ſtatt 





/ 
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hehe | | —, 
= ... ie, ih®.., fo gewinnt diefe For⸗ 


cl folgende einfachere Seftalt : 
Ax+h)=fthf, +4 !hf, 211 hf, path Ya oo 


294. Sei fx= ix, fo hat man (217) 
fa=x",f. = feste 2, fm Q3X"t,e. 
daher 


1 


De Te Vs Ts 
MH h) = de * 


— y, fo folgt hietaus 







macht man nun 
Br 
' 


Kr+h)— ax il HS !y’+ 


übereinftipmen 
Sa (fl = Ionx, und h=y, ſo wird wegen (217) , 
—— zx, fx=—sinz, JsX=—cosX, Fx=sinx u. rf 


ale 


/x-+h)=sin(x+y) = sinx-} ycosı— in cosx 


yt — ._ 3° .__y 
*557 in 145 0X 5 ae 37 Ch 


ſetzt man in diefer Reihe x=o, wodurch sinx=0, 
csx—=1 Wird, ſo erhält man 


ny=y- — — —— Bene 102) 


feßt man ober x =} , wodurch sinx=1,cosx=0 
wird, fo folgt oe. | 
y* y⸗ 
234 23. ———— 7 

225. Sei nun u — f(x, y), und es gehe, xinx-+-h, 
yinyzri.über, man fuht fx +-hy-+-1)? Sei 
anfangs y konſtant, fo erhält man nach 281) 

Kuitrs Analyſis. 14 





2 
ey. + —.10ie 192) 
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— D— — — + 


ET 5 () | 


Hieraus läßt fich num für ben Hal, dag auch yiny-+i Ä 


übergeht, der Werth von /(x+h,y-+ 1 ableiten, 
wenn man noch in den Funktionen 


KLOSE) 


y-ri ſtatt y ſetzt; dieſes gibt für jede dieſer Junktio— 
nen nach 281) eine Reihe, deren Sumne ben gefuchten J 
Werth ae fo geänderten Zunftion ijtlert. Setzt man 


aber —=)= M ſo wird J 
rer +i) dM 2 1! 
en = .. — oe x) 
m « 
. nl 
am+n u , | 
. nun MER dy * 3 Sn zngyn a, und daher iſt das allge 
meine Sie in ber Reihe, welche Fix -+h,y +) 
ausdrückt 
| gu+nu mie . PM | 
| m! 1 h £ 
Sept mar hirm+n=p, alſo m Zn, und mul 
tiplizirt Zähler und Nenner mit p(p— 1)... (p-1+) 
fo entſteht 
PP—M. ar deu „ner 
n! dxPr"dy® 


ern 


Hieraus folgen Fümmtlie Glieder der gefuchten Reihe, 
wenn man nach und nah 1,2,3 .-. P ftatt p fett, 














IV, Der Teiller'ſche Echrfage m 
mb für jeben diefer Werthe aus bem allgemeinen Gliebe 


p+1 Werthe dadurch bildet, daß man nach und nach n 
gleich 0, 1,2, 3... p fen läßt. Für p— 1, unb 


1=0 apät man hieraus h( —) = Eh, fegt man 


n=1, fo folgt (= =0i: fürp=2, und n=0, 
Imb 2 erhält man { 
ı[he —)+3i(- aa ze) > is. ( Zr beten J 


hn; Abkürzungen M —* —Tie] und 
eben ſo, wenn man Kürze halber 


d’u d’u  fdtu 

()= — (5⸗ — Dr %ı (5) =ö feet, 

erhält mean für 

p=3, 4! [ch’ +) Phri-(d)yhir die) u. ſ. fü 

Mon hat demnach für f(x,y) = u 
fx+h,y+i)=u+}![Ph--Qij43![Rh°4+-2Shi--Ti?] 
Tilicht 46) ehi+)yhl+äitjt... 282) 
MHv=f(x,y,2), un man ““ Kürze halber 


2)= (5 — u, (Z =Pp: ‚(en =q, E 
5 


d!v 
&)- ß, um —— — — =y, Een, uf. e ‚ 
[0 erhält man auf gleiche Beife \ 
fx+b,yti,a+k)=v+ EPKHQIHRKT 
+4! [ph® -2ghi+ ri? + 2shk + 2tik + uk] 
+1![ah® +3£hsi-H3yhi2-+-di® +3ch>k467hik+. . J 
wo die numerifchen Koeffizienten der Glieder innerhalb 
ber Klammern mit den Koeffizienten eines Trinoms 
- Übereinflimmen. Vergl. 3. IL 135. 
14 * 5. 
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Y v. Der Mekloren' ſche Lehrſatz. 


226. Setzt man im Tellor? fchen Lehrſatze X=0, 
und bezeichnet die konſtanten Werthe, in welche alsdann 
die Funktionen x, Ax, F.x,... übergeben, mit 
0,0, , Ogı+- . fo erhält man . 

—=0o-- ha, Kr! h?a, +3 h’a,.:..» 
oder, wenn man h mit x vertanfcht, wird 
I;xK=e+xe, +4! a, Hi! wma, tı.. 3) 
‚welcher XAusorud der Mekloren'ſche Lehr ſatz von 
feinem Erfinder Maclaurin genannt wird. Er dient da 
zu, eine beliebige Kunftion vonx in eine nach den Po: 
tenzen von x fortlaufende Reihe zu verwandeln, und ift 
immer zuläßig, fo oft für x=o, eine ber (Brößen 
IKı fx, F.x, . . nicht unendlih wird, Iſt z. B. 
Jx=(a-+x)”, fo folgt 
rm)", fx mm 1) HR ut 

welche Ausdrüde fürx— 0, beziehungsweife in a" ,ma”', 

.m(m1)a”02,, , übergehen : hiedurd wird 

Ix=(d+- x)? =a" 4 ma" -ır $Im(m—SJammıır+. 
die bekannte binomifche Reihe. | 

227, Bird aber eine der Funktionen fx, fx,f,x x... 
für x= 0 unendlid), fo kann man zwar die Mekloren'ſche 

Reihe . nicht unmittelbar anwenden: ſetzt man indeflen 





Ix = zz, wo z, eine andere Funktion von x vorftellt, 
und beftimmt die Konftante k fo, dag fürx=o, feine 
ber Funftionen z, 2,, 2,, unendlich wird, fo läßt 
fih dieſelbe Reihe immerhin brauchen. Iſt 3. B. 
J=oox, fo gibt die Sorausfetung x=o, für cot x 


den Werth co: ſetzt man aber fx— = x =ı(otx, mithin 


XCOS X 
2=xco x= ſo geben die gormeln 191) und 192) 


An 











— +(x-a)f, 


j 
! 


| 


— 


V. Der Verloxenyſche echriatz. 213'.. 


—. 
1—;!x-ı! xt — ılx6+-,. 


—8* Ausdruck für x=o in 1 übergeht. Differenzirt 


man Zahler und Nenner nach einander, und fest immer 


x=o, fo erhält man leicht &, =0, a, =—2, a, =0 


39 
F x+ 
u. f. f. woraus ı=1l 32° 2,2 — er alſo 
2 1 x. x® 2x° x’ 
„= or — “!.. fotgt, 


3 325 3,57 32,527 
übereinftimmend mit 194), | 

228. Segt man hingegen im Telbrſchen Lehrſatze 
x=a, ſo erhält man 


Fatblafarhfarithfaplbefiah... 


und hierin x — a ftatt I gefegt, wird 


welche Formel den Mekloren’fhen Sat ald einen befon- 
deren al a=o in fih fließt. -Man kann mittelft 
derfilben.1, 2, 3... n ſtatt a fegend, z. B. fogleich - 
ben Logarithmus von x in eine nach den Potenzen von 
zx—1, oder x —2, x—3,.. . fortlaufende Reihe 
verwandeln s ferner hat man den Vortheil, "da a unbe= 


fimmt ift, für jeden gegebenen Werth von x, die Größe . 


z—a fo zu wählen, daß die Reihe 281) ſchnell kon⸗ 
vigirt. / 


v1 Beſtimmung der in 8 übergehenden Funk⸗ 
tionen. Ä 


fx. 


2. Si — eine gebrochene Funktion von x, bie 


h befchaffen iſt, has für irgend einen Werth x, fo: 
wohl der Zähler ald der Nenner derfelben ul wird, man 


x 
[4 


sl lz—a)2f,a +}! (z—a)f,at 234) 


/ 


— daher 
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ſoll den Bun beffimmen ? NMan hat nach dem 


Tellorſchen vehenae 
fx+h) x haJ, x 3 hF. x 4 —* 
o(x+h) gxrtho,xrrh’e,sty! P’o,Xet... 
alſo für x=a, wird, ba ſowohl fa, ald pa ver 
fhwinden, | 
f(a+h) — at+-yhfary!hrf,art . 
.garh) Mat; —— | — —— 
und ‚hieraus folgt füch=o, . 
Affe 
ga ga | 
230. Bird aber fomohl fa=o, ald auch ,a=a, 
fo hat man weiter. aus u), nachdem man mit Jh Zähler 
und Nenner getheilt hat, 
Sa+b) — ihfa + Zhrfaa+ ... 
o@+h) parat: ıhyo,atr koat: oo. ) 
welche für h=o in 


Fa — Suübergeht: wofern auch F,a0, und 


9,0=0 werben follte, fo findet man auf ähnliche Weife 
aus dem Ausdrucke 7) den geſuchten Werth | 


AI net 








— 4 








ax 

Beifpiele = —mı für za zu seftimmen® 
Es HAr=—m, und px = — mr®"!; daher 
—— —Aan-m der geſuchte Werth, 


2° —h = 
14) für x= 0 zu finden? 


Man hat weg ja—bh ab und net c* 





Ss 
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tg 2x, cot (!r-+-x) 
art) cot 2x 
fx=sec? (In+x), , = 4sec? 2x, alſo 


‚fex=in anzugeben ? . 





F. it = 2 / 
$ızT * | 
- arc. sinx für x=o autzumitteln 
| a 
= za = been 
u a | \ | ⸗ 
| p,9 2 , 
— :__ —W 
Die Funktion — fürx = 1;ubeflimme? - 
fx _2—6xr? pArı lg: 
x log” welches für w—1 in Süber ⸗· 
12x—1 
geht, daher hat man ee 2 und endlich 
fix ___12-2x, fl Fi ZZ 
x 6 mithin iſt —2. 


⸗ 


VII. "Größte und kleinſte Werthe der Funk—⸗ 
tionen. 


231. Wenn fx in Beziehung auf! irgend. einen 
VWerth a von x fo befchaffen ift, daß wie Bein auch h 
angenommen wird, fa>f (a +h), und zugleich 
Ja>f(a—h), fo ift fa ein größter Wert, der Funk⸗ 

‚ tion, und heißt ein Marimum: iſt aber fa <f(a-Hh) 
und zugleich fa<f(a—h), fo tft fa ein kleinſter , 
Werth der Funktion, ober ein Minimum. Wir wer- | 








. " . j | , j \ 
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ben jenes mit Mdieſes mit m bezeichnen. Nach dem 
Tellor'ſchen, Lehrſatze iſt aber | 

Satrbsfshfxtibäxctilirfpch,,, 
m i 


— -hix+ibfxlılbsfxt,), 
man kann h immer fo Elein nehmen , daß das Glied 
hf x größer wird als die Summe aller folgenden Glie⸗ 
ber, und bann erhält der Ausdrud f(x + h)— Fx das 
Zeichen von hf,x, das ifl, es wird Sx+h)>x un 
zugleih f(x —h)< Fx; baber ift fx in beiden Fällen 
weder ein M noch ein.m. Wird aber Fx=0, für it 
gend einen Werth a von x ı fo hat man dann: 

Fa+h)=f-34hrfa+ s!h’fa+ 2! haifsa,.. 
und Ä | 

Fuchsefhihfa—iı hai! hif,a—.. 


und wenn man h fo klein nimmt, daß das Glied . 
4 h’f,a die Summe aller folgenden Glieder überſteigt, 
ſo hat man, wenn Ha einen poſttiven Werth erhält, 
ſowohl f(a+-h)— fa, dis auch fa —h) — fa pofis 
tiv; daher f(a--h)>fa und zugleih f(a—h)>/a 
es ift alfo dann fa ein m; erhält aber Ha einen negatiz 
ven Werth, fo if ſowohl Fa+hb)—fa als auch 
Ma — k) —Ma negativ, und ſonach f(a-+h) <A, und 
zugleich £ (ah) <fa folglich if dann fa ein M. 
232. Wofern der Werth xX a, der aus der Glei⸗ 
Yung fx = 0 gezogen iſt, auch zugleich F,x null .madıt, 
fo unterfuche man die folgenden Elieder ber Reihe, man 
hat nämlich bei dieſer Vorausſetzung | 
Farhsfhiibrfat Hi Hfarıl hifat. 
nd Zn ' 
Sal Spy — 
und man kann wie vorher ſchließen, daß fein M oderm 
Statt findet, wenn nicht f,a=o ift, und daß ferner, 
wenn /s9 = 0. iſt, Fa ein m wich, wenn fa poſitiv, Das 





VII. Größte und Ereinfte Werthe ber Funktianen. 217 


gegen aber fa ein M wird, wenn f,a negativ ausfällt. 
Bird far o, fo hängt auf gleiche Weife die Beurthei⸗ 
lung bed M und m von dem Werthe der Größe /,a und 
von dem Vorzeichen der Größe f,a nb. Ueberhaupt neh— 
me man an, daß in der Reihe 
— ——— 
—A ———— 
wenn man fx 0 ſetzt, wodurch x=a gefunden wird, 
alle Glieder bis zu dem mten Null werben, fo iſt dann 
farh)=Atn!hrfmat...0) 
weiftf(fa+h)>fa, zugleich aber f(a—h)< fü, 
d.h. e8 gibt in diefem Kalle weder ein M noch ein m, 
wenn nicht Zna=o ift. Iſt aber „a=o, ſo wird, da 
das folgende Glied des Ausdruckes e) immer pofitiv ift, 
entweder f(a+ h)>Ffa, und zugleih f(a—h)>fa, 
oder fa Fh)<fa, und zugleih f(a—h)<fa, je 
nachdem Am, a pofitio oder negativ auäfällt. 


233. Läßt ſich aber.endlich aus ber Gleichung 
[2 > Ze 
IT | 
ber Werth yon x nicht beflimmen, fondern, muß ‚man 
um nn Werth zu erhalten, den Bruch umftürzen, und. 


alfo * —='ofeßen, ſo kann man nur dadurch erfahren, ob 


dieſer Werth x=a die Funktion zu einem M oder m 
macht, wenn man für eine beliebig Meine Größe h hie 
2 Werthe f(a+h), und F(a — h) berechnet, und 
hierauf beſtimmt, ob fa zugleich größer, oder zugleich 
Heiner ift ald die beiden gefundenen Nachbarwerthe. | 


934. Beifpiele. Seifzx=(b—x)x, fo iſt 
fx=b— 2x, alfo.b—2x=o geſetzt, wiidx—=ib:, 
da nun, 3b=—2.ift, ſo gibt der. gefundene ‚Werth 


21185 Differential: und Integral» Kechuung- 


sin M. Sei — * — : manhatf,x= 


x — fix + 925 
ne 
Es wird de f,x=o0, für x=3, md für}, fer- 
teff3=—,,3=r% , daher hat man =} 
zum M, und fi} =; zum m. Sn der That find die be= 
- nachbarten Werthe z. B. Fz und Fr. größer ald 3. 


Zalt man aud zwei gegebenen Punkten auf eine ebenfalls 
gegebene Gerade die Senkcechten, die a und und b heißen | 


mögen, und bezeichnet bad zwifchenliegende Stüd ber 
Geraden mit c, fo iſt, den Abſtand irgend eines zwi- 
Tyenliegenden Punktes der Geraden =x gefebt, bie 
Entfernung befjelben von ben gegebenen Punkten bezie- 
hungöweife Y’ (a? +x?) und / (b’-++(0o— x)?). Soll 
nun für ‚den gefuchten Punkt die Summe biefer Entfer- 
nungen ein m x werben, fo bat man die ei 
c—x 

Kung 7 CE +2) V(b-+(e xy) 
- folglich it, wenn man alles auf gleiche ge⸗ 

bracht hf . 

x (b° +C—) (ea) V ar 4 2)=0 ober 
quadrirt 

x? (b? +» ( - 5)2) (c —- xX) (a! x), woraus 
b>x = (c—x)?a® , alfohx=(c—x)a, oder 


. "ac . . . 
“= folgt, Bezeichnet man bie Winkel, welche 


diefe Entfernungen mit der Geraden c bilden, mit « und 
£, fo hat man offenbar : : 





_ ar! 
gam x c =. 7 
Die Natur, welche den auf einen Spiegel einfallenden 
dichtſtrahl ſo reflektiren läßt, de der Einfalls 


* 


\ 








+b 
N) alfo = ß. 


DE 
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winfet dem RNeflexionswinkel gleich ſei, 
befolgt in diefer ihrer Erſcheinungen das Geſetz der 
Eparſamkeit, weil dann der vom Lichtſtrahle zurück⸗ 
gelegte Weg immer ein m wird. | 

An einen Kegel Fig. 1. beffen Höhe AD=h, , 
und der Durchmeffer ber. kreisförmigen Grundfläche Bu=2r 
iſt, ſoll ein Cylinder EPGH eingefchrieben werben, 
deſſen Inhalt ein wäre. Sei DIx deſſen unbe- 
ſannte Höhe, fo hat man h: h—x20: Fr | 


alfo ift der Durchmeſſer des Eylinders EP = = h— X). 


Het folgt deſſen gemat 

| 

7 (hx)en. ı=n — (her — 2hx2 +-x®) 
das Differentiale biefed — gleich Null geſetzt gibt 

 b—4hr + Ixrr =o ‚woraus x=%$h+}h folgt; 

ei iſt alfo entweder x=h, was ein m gibt, oderx=!h, 
Aferemirt man den Ausdrue wieder, ſo findet ſich 


= 4h + 6x) N welches für x 1 ıh in über ra 
* alſo gibt <= }h wirklich ein M. 


235. Iſt f(x, y)>o eine unentwidelte Funk⸗ 
tion von x und y gegeben, fo läßt ſich der Werth vonx, 
für welchen y ein M ober m wird, finden, ohne da 
man den Werth von y aus der Gleichung F(æ, y) 20 
zu ſuchen braucht. Iſt nämlich Max Nay=df(x,y) 


M 
[0 bat man ſo ft „aTyT mithin M = 0, 


ynd wenn man hieraus den Wert) x entwidelt., dev - 
dieſer Gleichung Genüge leiftet,, fo erhält man ben zu⸗ 

gehörigen Werth für ein M oder m: welches von beiben 

aber Statt hat, afemt man immer aus dem Vorzeichen, 


/ 





gr 


230 ur Diane and Integral⸗ wohne 





wide er x=a erhaͤlt. 3. B. Sei 
y: —ary-het=o, fo hat man u 
M=—ay 3x2, alpay= 3x? und y- =; wird 


dieſer Werth in der gegebenen Gleichung gefeht, , fo wird 
biefe =, (27x° — 2a°) =0, folglich tft entweberx= 0, | 


oo s | | 
ober 27x: — 2a ‚ woraus x = 5 v2 folgt. Nun iſt 
| def, = d [(3y° — ax) I _ay-+3r]= a oder 


rer ray Ze ag + 0 
und hieraus folgt 
Gy -ax) 6. — — 2a. —R 


dx? J- dxa 


ſonach, wegen Ima Q wird 


dey Pa . 6a? _ a 2 
dr — 3y? _ ax = a7 a _ a3, und fürx =;v° | 


Bu d2y- 6 va. 
erhält man — = — 7 negativ, daher iſt x=yaV? 
berjenige Werth, für welhen f(x, y)=a ein M wird, 


236, Man hat nah 282) f(x +h, y+i) 
 =u+Ph+Qi+y(ih°+2Shbi + Tie)+... 

da hund. i beliebige Größen bedeuten können, „fo ſete 
minh=ct, i=£t, hiedurch wird 

— yHRt) —u= (Bat QB)tHRar42Sap4 TR 
I... und es iſt hier ebenfalls möglich für t einen fo Fleinen 
Berth anzunehmen, daß das erfte Glied, worin bie erfte Po⸗ 
tenz von t vorkömmt, die Summe aller folgenden übertrifft, 








a 
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folglich wirb f(x + at, y-+- Bi) —u poſitiv oder negatio, 
wenn (Pax-+-Öß)t pofitivioder negativ ausfällt, daher gibt es 
in diefem Falle Fein M ober m, wofern nicht (Pax-H-Qß)t=o, 
md alſo Pe+Qp=oif. Daaud 4 von Pd Q 
nicht abhängen, fo kann dieſer Gleichung nur  Genüge 
gefchehen, dag man P=od, und. O=o ſetzt. Ob aber 
bie hieraus erhaltenen Werthe von x und y bie Funktion 
u zu einem M oder m machen, 'entfcheibet fich aus dem- 
Borzeihen des Gliedes z(Rar +2 Sup -+-Tar)te 
(wie 120) : ift es pofitiv, fo wird u ein m, ift es hinge- 
gen negativ, fo wird u ein M. Gibt mon Fr biefem 
=, 


Ausdrude bie Korm — FT u; 


ober auch AT (2 ) Ha 55 


ſo erhellet, daß, 6646 =), a und 5 


\mmer pofitiv find, das zeichen ne Yubdrudes F von 
dem Zeichen der Größen R, me T und R— ob. 


R’ 
hängt. Sftnämlid Rund T pofitiv und zus 
gleich RT gleich oder größer. als 8°, fo fin- 
det ein m Statt: Dagegen aber ein M, 
wenn RB und T negativ, und Dabei RT glei . 
oder größer iſt als 83 weil im letzteren Fallapas 


S2 
Glied mit dem Faktor R— > I — in 3a? (—B-+ m) 9 ar 


geht, und daher negativ wird, wenn R>—, oder wen \. 
RT>S: iſt. 


237. Beiſpiel. Die Oberfläche eines oben offe⸗ 
nen Gefäßes, welches bie Form eined Parallelopipebes 
bat, ift gleich a®, man fucht Die Abweffungen deffelben, 


t 





j 202 = . Differential» und Jategral⸗ Rehnung. 

wenn. ber.. Innhalt ein M ober ma betragen fol? Be 

zeichnet man. vie Länge bes Gefäßes mit x, die Breite 

mit I, und die Höhe mit z, fo. ift Die Oberfläche 
>ıy+2 ix +y)2, folglich 


- @ry’ und ber Innhalt 


u— xyr⸗ er * , hieraus erhaͤlt man 

(& _C+Na@y—2ry)—aray 42° 
di) 2(x+y)° 

x? y? a: x’ — 2xy? 

. 2@+y) 


| (3 J rn tee —— 


2(x-+-y)? 


. _ * + a! x — Iyx® 


‚(+ y)? 
Da nun ſowohl (2) als aud) ( 5) nu fein muß, fo 


folgt hieraus a? =x? -2xy un 
a’=y?-+2xy, daher x=y, und a = 3x? 3y2, 
afox=y=Y.:a?, und hiernach 
3x2 — x? . “ | 

2= 0, =irmı Vie Das gefuhle 
Parallelopiped bat demnach ein Quadrat 
mis derSeite af ı zur Grundfläche, undber 
fe, „datbe Seite zur Höhe. Zerner findet man | 


7 deu du 
-()= (z) | 
_ 22y° — 2 (x + J)? —Ax-+y) —— | 
2(x-+y)* | 
— , welches für 
xy=a —F Jin — 23 übergeht. Ehen fo ergibt 





—— 
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fi To —)=- a, mb 8= a) 


ran — folglich iſt R7ae, und S2:= Aue, 
alſo RT>S; mithin ift der für u gefundene Werth 
ein ‚Rarimum. 
238. Sind zwiſchen ben veränberlichen Größen 
x, y, 2 zwei ©leichungen gegeben, und man frägt nad) 
benjenigen Werthen von x und y welche z zu einem M 
der m machen, fo bifferenzire man die beiden Gleis 
dungen, indem man z und y ald Funktionen von x be⸗ 
trachtet, und fege den Bedingungen bed Mund m ges 


| mãß = = 0, fo erhält man zwei Gleichungen , welche 
pe den Größen x, y, 2 nur noch 7 „enthalten; mar 


kann alſo aus benſelben ST hinwegſchaffen, dieß gibt eine 


Geichung zwiſchen x, pr z allein, welche mit dem 
zwei gegebenen Gleichungen verbunden, zu der Beſtim-⸗ 
mung ber Werthe von x, y, 2 welchen bie größten und 
kleinſten Werthe von z zugehören, hinreichen wird: 
hierauf beftimme man, um über dad M oben ? m entfchei- 


den zu Tönnen, (nad) 235) den Werth von wodurch 


die Aufgabe gelöfet wird, ohne bie in manchen Fällen 
umſtändlichen Eliminationen einer der Größen x, y,2 

aus den beiden gegebenen Gleichungen zu verrichten. Man 
ſoll z. 8, unter allen Biereden, deren Seitena,b,m,n 
heißen mögen , dasjenige beſtimmen, deſſen Innhalt am 
größten iſt? Bezeichnet man die Gegenwinkel des Vieredis, 
die beziehungsmeife von ben Seiten a, b und m, n eins 


‚geihloffen werden mit x und y, und den Innbalt mitz, 


ſo Hat man 7 = (ab, sinx--mn, siny): man bente 


1 4 
’ * 


224 Differential: und. Integeot = Regnung, 


ſich die Diagonale gezogen, ſo iſt ihr Quadrat ſowohl 
a? hr — ab cos x als au) 'm2 + ne — mn cosy, 
daher a --b? — 2abcosx = m? +n? —2mncosy; 
efesenin man’ biefe zwei Gleichungen, fo folgt . 


dy 
2. = ab.cosx + mn =. c0sy und 
— — I, , da 
’ 2 ab ınx—=*2mn. my fest man bier = 
ſpo geben diefe Ausdrücke | 
L d , 
ab cos x + mn, I cosy=0, und absinx—mn zrsinyas 
dx dx 


um hieraus 7 wegzuſchaffen, multiplizre man die erſte 
dieſer Gleichungen mit siny, die andere mit cosy, und 

addire die Produfte, ſo erhält man 
ab sinxcosy-t+ab cosxsiny=oober , , 

„ab sin (x+y)=o:e ift bahrx+-y= 0, ober x+-y= =n, 
da im Vierede ſtets x y<2r iſt. Differenzirt man 
obige Gleichungen noch einmahl, ſo ergibt ſich 





d’z 
J — —— m)" sin y, 
‘ ferner | 
de y d 
o=abcosx — mn 2 Teuny 





multiplizirt man die erſte dieſer Gleichungen mit sin yv 
bie zweite mit cosy und addirt fie, fo folgt 





d? 
= sin :y = ab (cosx cos y—sinXsin y) —mn (7) 
| I a?b? sin? x 
* ab 
— cos(k+-y)— musin?y' und da 


x xy = ift, fo wird cos(xFy)=— l,eny= SNK, 
. folglich 
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ı 2d!z ab \ gehe 
a7 sink mn sınX 
fonad ift unter allen Biereden von gege: 

benen Seiten dasjenige am größten, um 


welches ein Kreis Fann befhrieben werden. 





eine negative Größe; 


VII, Zerfegung gebrochener Funktionen. 


239. Sei z eine echte gebrochene Funktion von oo 
X, und der Nenner px ein Produkt der Faktoren a — bx 

und zux, wo zyx irgend eine Funktion von x anzeigt, 
man fol die Brucfunktion in zwei Brüche zerlegen, - 
Deren Nenner beziehungsweife a — bx und yx find, daß 

‚die Summe diefer Brüche, die man Partialbrüde | 
nennt, der gegebenen Bruchfunktion gleich kit Man ‘ 


ſetze re 

s__ A | Br f ſo erhaͤlt man 
Yx 

| 


— — — — — — — 


—2 a—bx 
Jk= : Ayx-+(a—bx) Fx, daher 
| Fx= RZ r—Ayx \ 
abe 
weil aber Ex ı eine ganze Funktion von x fein por, fo 
muß fx — Ayyx den Nenner a—bx als Faktor enthals 
‚ ten, alfo wird fx — Ayx null, wenn mına—bx = 0 


fest, mithin für x =, = 6, bieß gibt ' 
fa—Avc=o, woraus A= Ja folgt. Ohne bie are 
| van! 7,7 7 
Funktion yx zu ver findet man A, wenn man flatt 





v⸗ ihren Berh— 
48 in u 


— ſubſtituirt: biedurch wird 


— weides fr x=eins übergeht feige | 
guter Kaatofe ‚45 


220 ' Differential» und Integral = Rechnung. 


lich wird nach (229), wenn man dp = iX. dx fest, 
der eigentliche Werth von 
"a fedaZbr) _ ha Wenn man daher 285) 
9 X. dx 1 
ſtatt des Nenners einer Bruchfunktion deſ— 
ſen Ableitung 9,x nimmt, und dann in dem 
Brubheüberalla ffattx fest, und das Er: 
gebniß mit der Ableitung von a—bx mul 
tiplizirt, fo erhält man den zugehörigen 
Zähler des Partialbrudes. 
u 240. Beifpielea, Sei ee in Parz 
tialbrüche zu zeilegen man ebe 
1 D, D, 
xX — %x +, 
D,,D,,D, nach 239), oder aber man feße zur Be- 
- flimmung von D, x=0,aljp a=o, und fa=1: dieß gibt 








und beſtimme 


yxr=(x+H1)c2), alfo ya=2, daher D, — = 
= 3: eben fo findet man für D,, e=—1, alfo 
mt ),ve=—1, mithin D, =—41, end: 


ih für D, ta=—2, vs=x(x+1), ya=-+2, 
ſonach D, =; hiernach erhält man 
1 1 1 


see Fr x in 2@+2) 

| 3-+ 2x A B 
” Ey” ce 
ae=3,Jae=6, und ya= ea A fernef” 


'.co=:,ftk= ——— alfoB=— 22, daher 
3-+ 9% ’ 12 23 u 


(2x— 3) (x) — (5; —3 5x — a) 
c. Es ift 2x — 5 ein Kaftor der, Funktion 
2x° — 5%? — 18% + 45 = x man foll unabhängig’ von 
ihrem anderen Faktor yx den zugehörigen Zähler A fin⸗ 
den, daß die Gleichung 
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5x? — 3x +12 


9x3 — AIx +45 + = 


| Statt hat. Sept man 2x—5=0, fo folgt nach 285) 


e=3, und 3='3*, ferner ift 9,x = 6x? —10x— 18, 
ag, 3 * — %, und b=2, demnad wird 
A=-— 183 = 13 der geſuchte Werth. 

941. Enthält die Funktion px ben Faktor e—br=y 
mehrere Mahl, en a x ym x ift, fo. Ite man 

‘ An 
Freud AU 

gr" ym Etat u ae 
wo AT,;,A,,A, ... Am von x unabhängige Größen 
bedeuten, und bringe Alles auf gleiche Benennung, ſo 
wird 
k=yx[A, +A,yt+A,yt+. ur Anyn]ry® ‚Pa 
und hieraus folgt Ä 
vl, +A,yrA, y+...+Any""'] 





da nun Fx eine ganze Funktion ſein ſoll, ſo muß der 
Zähler dieſes Ausdrucks, und folglich auch, wenn man 
Kürze Balber = = $x feht, 


gr— A, Ay—Ay’—Ay!—...—Any” X 
dur y” theildar fein. Man erhält. aber, wenn man - 
Pi einander Differenjivet, wegen dy — — bax 


ze +2byA, “+3byrA, +... 
N 


‚„+@am-—1) TA 
a x 2b A, —2:3bryA,. 


— (m —1) m 2b} m An, 
Sefrt?. 3.b’ A,+.. 


+(m—1)(m —2)(m — 3) b® yrah, uf. " endlich 
15 * 
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qmꝛ x 

mer EG nx tm Nm2)m3)..32. 1.b® A, 
fett man in diefen ‚Gleichungen > =u x flatt x,' fo ver- 
ſchwindet hiedurch der Kitten X, und deſſen m—1 


Differentiale; man hat dann 
-o—A,=0, woraus folgt A, — Fu 


TerbA,=o A,=—b".$,a | 
Fsa—2b’A,=0 _ A,=ıtbe, 5,0 286), 
5.0+2.3bsA,—o —— beg. 0% 
und zuleßt 
3n5a+2.3.4... (m—A)bunıa,—o 
alſo An 4 tl ee 
m—1 


wodurch die m Konſtanten A, As ve... Am fich be: 
- flimmen laffen. 
oe x?2_ J x? 
242, Beifpiele, a. 1% " @IyccHi)r 
zu zerlegen? Set man | 
x2 Ar 5A, , BB B, 
1)? (x+1)? = mr ir@4m tx +1 
fo ift eflih a1, fa=1, vo=4, alfo. . 
2x(x+1)—2x® 
A, = 2 ſodann hat man HIST ' 
und F,‚,e — J, mithin A,=4: ferner gibt 
x+i=0, = —1,fa=1, ve=%, daher 
2x(x—1)—2x? 3 
Bm Br I Beim, 
Hiernad) it | Ä | — 
'x? + _ , 04 
(x? 1” (21)? tan 7 


>» en zu muthent Man ſetze 
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"5x-+-3 A, 4 ‚Ä, 


Ce tee 






fo erhält man x —=5xr-+3, und y * -5+X, 
nn 543. — Im 62-45 
=, mer, alſo =, 8. R= Que ge. ? 
10x +18x2 HMO 2 un 
ö— —— hieraus ergibt ſich 
A Fu3, A * — 33, A,= rs: da ferner 4 
x+3=0 geſetzt, = —3 gibt, wodurch | 
Iya=8.6,fe=— 12 wird, ſo erhält man 
B=—z:,, und eben ſo C=— 3. Man hat allo 
5x + 3 
(«—5)°(#° 9) 


5,1= 


re) 
(x—u)? 8(x—5)? 64,x—5) 64(x+3) 2(x-3 
di Uebung zerlege man noch folgende Bruchfunktionen : 

c. 2x? — 4x? — x ?2 _z?—4m?—x+?2 \ 
2x4 + 3x? — 3x? — 7x—3° (x-+1)’(2x —3) 


a LE 
"\x-+1) 5(x+1)2? B(x-+1) 23(2x— 3) 
d. _ Witt J | 

x*(x—1)?2(2x—1),x+1) . | 


lt a1 8 
oa x I@-DTIerT) | 


3 ⸗ fx ⸗ WM . . 
243. Es fe * eine echt gebrochghe Fungktion, und 


9X = (a+bx-cx?)yx vom nten Grade, man fol 

die Bruchfunktion in Partialbrüche zerlegen? Man fege 

fx pP Fx , 

— A *: da yx eine Funktion vom 

n—2ten Grabe ift, fo ift Fx im allgemeinen vom ; 





) — 
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n—Sten Grabe, fo wie P vom erften Grade, und let⸗ 
tere hat bie Form Ax +-B, ſonach ift 

fx Ax +B Fx 

px STure ne 
„woraus buch Reduktion beider Brüche auf gleiche Be⸗ 
nennung folgt 
Fa* (Ax-+- B)yox + (a + bx--ex?) Fx: dieß gibt 
Fx „ext, es iſt alſo — 287) 
dur) a+bx-+ox? ohne Reſt theilbar, und wird 
für die beiven aus dee Sleihung a--hx + 0x? ==o ges 
zogenen Werthe von x, die wir mit « und £ bezeichnen 
wollen, gleih Null. Daher ift fe — (Au -+-B)ya=0, 
und fe — (AB-+-B)yd = 0: aus welhen Gleichungen 
ſich A und B beftimmen laſſen, man findet nämlich 


fe_f8 efß__Afe | 
vo BR _ 8 __ ya 
A= gu B= — | 288) 


Da bie Wurzeln & und 8 bloß durch bad Worzeichen 
der Wurzelgröße unterfchleden find, fo wird man allemahl 
aus fe, wa, unmittelbar fB, 8 mittelſt Aenderung 
der Vorzeichen beſtimmen können. 


Beifpiel. Sei ——— EIERFT Gert zu zer⸗ 

legen: man feße — 
x+1 An +B 'Fx bie 

GE ER FICE 1) ar treri 1° 
Gleichung 2 +x-H1=0 gibt aufgelößt 
a=—; +3 V -3=4-1rV —3), und 
f= s(—1—V —3),. ferne iſt x = x-r1l, var’ +1 
daher = riV 3, v=mı—ıV —5, und 
‚ wenn man in biefen Werthen das Zeichen der Wurzels 
größe ändert , erhält man . 
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fe=3—4V —3, Bm U —3, daher | 
«e—8=V—3, und nad Subflitution diefer Werthe 
in 288) findet ſich 
1+V—3_ 1-V—3 
18( 3 1-73). V— 3:14, und 
— 14V 3 | 4A4V 3)? 
= (I »A+V —3)  rA—-VY—5). ıV- 3 
=G (14V — 3A VN: V-3=0, 
endlich gibt 287) ’ 
— _ = 2-1; folglich ift 


x-+1 | + 1—x 

++ +1) * — +1 

244, Der Nenner der gebrochenen Funktion ents 
halte den quadratiſchen Faktor x? —2ax cos p-+ a2, 
man foll den ihm zugehörigen Partialbruch beftimmen ? > 
Du x? —larcosgre= 0, ee 1) — 
gibt, fo hat man u 
e=aXcosp+singV —1), P= N (cos p eng U); 3 — 
ſetzt man alſo 
fx A 


——— —— ſo erhält man nach 85) J 


Enthält nun fx und p,x Potenzen von x tie xn, 
fo iff ftatt x" der Werth | 
"lcosp+singV N" =a" (cosnp + sinng/’ — 1) 
zu feßen, wodurch fa und p, «einen möglichen und einen 
unmöglichen Theil erhalten, jener entfteht durch die Sub= ' 
fitution von a” cosny flatt x”, diefer hingegen durch 
. bie Subflitution von a" sinng flatt x». Bezeichnet 
man die Ergebniffe diefer Subftitutionen mit P und p 
hinfichtlich dee Größe /x, und durch Q und q hinfichtlich 
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| | Q —1 Bra 
9,2310 erhätt man A = = z, und hleraus durch 
Veränderung ber Zeichen des unmoͤglichen Theiles 
R—pV —1 Pr 
— EU T, Bringt man aber bie partialbrüche 
B rare 
. Fang: muy: auf biefelbe. Benennung, und ſetzt 


flott & und 4 ihre Werthe, fo folgt 
x _ (A--B)x—(A-+B)acos +(A-B)asing 1 Fz 
0x x2 —2axcoopg tat Tr 
Drüdt man ben Zähler des erften Partialbruches Kürze 
halber durch Mx-+- N aus, feßt ftatt A und B die eben 
angegebenen Werthe, und bringt Alles auf gleiche Benen⸗ 
nung, fo ergibt ſich 











m-?E9+r) | | 
a Ss 280) 
5 -. N? —— —— O+-pgq)acos u 
0 tan —— 


daher folgt der geſuchte Vartialbruch 
are Hat die Bruchfunktion mehrere 
\ gleiche Faktoren von der Form a + bx-texs, 
J x? —2axcosp-+a?, fo ſetze man ihn =y, beftimme. 
die eine Wurzel der Gleichung y=o, und verfahre nad 
(241) fo. ergibt fidy der dem ‘Nenner y’° zugehörige Zähz 
er Ax-#B, woraus fich nad) 2) bie Bed A und B 
beftimmen tigt 





— br-+-c ax? —hr--c 
% B e i ſpi e l. = Sn) 
gu zerlegen? Hier ift wenn man ben Faktor x? -+a* 
mit bem quabratifchen Faktor x — 2axcosp + a? vers 
j gleiht, cosp=P, alſo gr=4rr, ſonach iſt bei der Be⸗ 











| . « 
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ſtimmung von P und 0 anzunehmen x"=a”rcosynz, 
- und um p und q zu erhalten ift zu fegen x"= a" sinyun, 
mithin if P=aa?cosyzn —b c0sy2-r0=0)}. und 
p=aa' sinyzn—bsinyn+c= —at —ab: ferner 
iſt gpxr=4x?, al | 
- Q=4arco$!rn=a, g=# singn=—A4ar, Man 
bat Daher wenn man dieſe Werthe in 239) ſetzt 
bh —_c 
M= Zn! N= Dar’ die dem Nenner x? —a? zu⸗ 
gehörigen Partialbrüche findet man wie vorhin; folg⸗ 
lich iſt | 
ax®—bxr'+c (a? +b)x—c FR, ı— ab. as — ab-+c 
xt — a  2a2(y® ve) 4a® dx (x +8) * (x—.a) 
Fa j - x 


Fi 
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245. Eine Funktion heißt in Beziehung anf ihn 
Differentiale das Integrale deſſelben, ein gegebenes 
Differentiale integriren heißt diejenige Funktion 
finden, durch deren Differenzirung das gegebene Diffe⸗ 
rentiale entſtanden iſt. Eine Sammlung von Vorſchrif⸗ 
ten zu dieſem Behufe enthält die Integralrechnung. 

Das Integrale eines vorgelegten Differentiales be— 
zeichnet man durch Vorausſetzung des Zeichen /: auf 
diefe Art bedeutet Jax’dx Diejenige Funktion, deren Difs . 
ferentiale ax⸗ dx ift. 


246. Da die beftändigen Glieder einer Funktion 
im Differentiale derfelben wegfallen , fo können fie auch 
bei der Beftimmung des Integraled aus dem Differentia= 
le allein nicht angegeben werden, man pflegt fie deß- 
halb mit dem Zeichen G o>:r const. anzudeuten. . Zur 
Beftimmung der befländigen Glieder einer Zunftion 
ift nun erforderlich, daß der Werth des Integrales für 
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einen beftimmten Werth a der veränberlichen Größe bes 
kannt feiz wenn nämlid) px dx dad gegebene Differene 
tiale, und Spxdx = fx ihr Integrale vorſtellt, ſo m 
man allgemein - 
JpX dx = fx 4 C 
ift nun b der Betrag des Integraled für x=a, fo hat 
man auh b=fa+C, alfo C=b— fa, und daher volls 
fländig Spxdx = fx<— fa-+-b: gewöhnlich aber 290) 
weiß man, für welden Werth der veränderlichen Größe 
bad zu findende Integrale fih auf Null reduzirt, da 
dann b=o, und | 
/pyx dx=fx— fa wird. 291) 
Nimmt man ein Integrale zwifchen beflimmten Grenzen, 
etwa von x=abid x=b, fo bezeichnet man es nah 
Furie (Fourier) mit zwei Indizes, wovon ber untere 
ſich auf die erfte Grenze , ber obere auf die zweite Grenze 


bezieht; auf dieſe Weife bedeutet / > x*’ dx, daß das In⸗ 


tegrale von x? dx, welches 4x? ift, zwifchen den Grenz 
jenx=a, und x—h genommen werden muß, deffen 
Werth alfo : (a? —b?) ift. | | 
247. Den Sormeln des erften Kapitel gemäß hat 
. man nun, wenn fx, gX, VX . . . beliebige Funktionen 
von x bedeuten, 
SUx+yx tyx+ ... ]dx=/fxdx-+-/gxdr 
- +fSuxds-+ ... 2%) 
ober dad Integral der Summe mehrerer Dif— 
ferentiale, ift gleih der Summe der Jr 
tegrale, biegeimgelnen Differentialen zus 
gehören. 








Sapx dx = a/gyx dx 293) 
das Sntegrale eines in eine beftändige 
Größe multiplizirten Differentialesd, if 
gleich dem unveränderlidhen Faktor mul 
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iplizirt in das Differentiale der beräne . 


derlichen rn - 





+1 ot 
248. Wegen Fi — = x" dx iſt — 
m en | 294 
Jx dx = m+1 ) 


das Integrale einer Potenz der veränder 


lichen Größe multiplizirt in ihe Differen- 
tiale iſt gleich der um bie Einheit höheren 





Potenz derfelben, getheilt durch ihren 
| Erponenten. 


Hiernach iſt fz® 4284 ze 
| Jyi=3y° 
S(Ax’-H-Bx' -+Cx + ...)dx 
et et tt 
er tr tote 


Auf diefe Form kann man durch eine einfache Subftitu- 
tion jede ganze rationale , und mandje irrationale Difz. 
ferentialformel zurückführen. Um z. B. (a +bx)” dx 
zu finden, feße man | | 


a—+bhx—= z, alfo = ‚ 
und biefe Werthe fubftituirt geben 


z"dz zm+1 
fü + bx)" dx = "im 7 mr. oder ſtatt z feis 
nen Werth a-+-bx geſetzt, wird 
m (a+bx)"tı 
S(a-+-bx)” dx = Dim+dß 
ſetzt man hier m negativ, fo folgt 


m (at bx)"H | 
S(a+ be)" dı= Be 


295). 
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de — 21 


ea ze: % 
JG Abe hm i)larbemm. 9) 





er m=;, fo erhält man hieraus 


_2V (atbr) 1 
Sr Fe ©; um wenn man — — 1 on 


und c an die Stelle von x und a feßt, fo ergibt fich 





Ser x?) "3 ren) — 


, 249 Bezeichnet a ben Werth von x, für welchen 
| das Integral /x” dx ser hrnindet, fo bat ER der For⸗ 
mel 291) gemäß 


m44 — 4 
JS? dx = ze on) 

mi z 
Inſoferne nun dieſe Funktion von m abhängig iſt, kann 
man fie dur) Fm vorftellen, und da fie fr m— — 1 
in 5 ‚übergeht, ‚fo wird der Werth von F(—1) nad) 
.» (229) beft.mmbar,, man findet fo | | 
| F(—1)= ix — Aa, oder, da F(—1)=/x"'!.dx, und‘ 
man da zur Konflante (lagen kann, | 


JE | | 299) ! 
x Fr; 


das Integrale des Differentials einer vers 
änderlihen Größe getheilt durd biefe 
felbft, ift gleich dem natürlihen Log arith- 
mus ber veränderlihen Größe. Hiernach iſt 


A dx dx. - | 
ae u) per MR Wenn a 
: dz. — | 

‘ fest, wodurch dx = = wird‘, ne man — 


d da 1 
—— Se; IT, alfo wenn man den Werth von 


% wieder herftellt,, wird. 
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Adx A u 
=. | | 00 
Jarbx par br) — sw 

und eben fo folgt 

Xxdx 1 Ba 
— — — — 2 
0, Jeaene m 
| 250. Iſt der Erponent ber Potenz eine veränders 

x 


liche Größe, fo hat man, wegen d = ade 


. x 
Ne ax— F nämlich 02) 
4a * 

dad Integrale einer Erponentialgröße 
multipliziert in das Differentiale des Er- 
yonenten ift gleich derfelben Erponential- 
‚größe dividirt durch den natürliden Lo— 
| garithbmusihrer Grundzahl. 





} 


Iſt a= e die. Bafis der natürlichen Logarithmen, 
fo hat man 2 1, und daher, wenn man mx ftatt 
x ſetzt, 


mx 
Te 


Bu Ser d=ie . | - 303) 
251. Man hat ferner nach den Formeln 251) 
und 269) 


S[sin.de=—cosx=sinux - 304) 
Jcosx.dx=sinx=—c0sUX. 3605) 
Sserx.dx=mtgx ot 306) 
Scosect dx=—colx 3605) 
Stgx.secxdx=secx 308) 
Scot x.cosesx. dx = —cosecx 809) _ 
Ihe alt. 18x — all. cot x - 310) 
1+x2 r | 


dx j 
/r dx). ı Tan N ) 


x 


4+ 
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dx Ä 
Se” 2 are. Set X = — arcec cosecX 312 
1 


| V(&’—1) 
| 
— = are ‚sinvX = -arc. cosv X x 313 
Scotx. dk =Asinx | " 314) 
Stex.dx=—Acosw=iseccx 315] 





2 | | | | 
J: < = Sdxsecxcosecx=AtgX= —A cotx 316) 


sinX.cosXx 
252. Aus biefen befannten Integralen laſſen ſich 
auf eine einfache Weiſe viele andere ableiten. Es iſt 
dx sin”x,cos X= sin”xd (Sin x) mithin nach 294) 


nPmtı x 
JS dx Sin” x cosXx— —— ‚ ferner 817) 
, cos"+1x | . 
Sdxcos”x,sinx= — m+i . Man hat 318) 
, x d I I, 
Axcosecx— X. _ __drcos;x _dits}x) 


sınz 2sinixXcos,X dgiX 
nach 299); daher | 


- Sdxcoseex=Atg}tx, eben fo ift | 319) 
dxtg? x= dx (Secꝰ x — 1) —=d (tg x)— dx, daher 
Saxtgx=tgex—x 320) 


Sest man in 101) die Werthe aus 145) und 147), fo 
erhält man dx sec? x. cosecx—=4 dx cosec?!x, und 














nach 307) — —2d(cot2x), mithin | 
Saxsec? x.cosecetx= —?Icot2x u 321) 
Ferner ift dx. sinvx = dx (1—cosx) ‚ alfo 
Sdxsinvx=x—sinx, und eben ſo 322) 
‚Sax COS VXK—X-+- cosx. Endlich hat man 323) 
dx dx dx 
mw —5 Sum x =% dxcosec er —dlcot; x), 
alfo | = | 
* nn ot — | 324) 
sınvX | | oo. 








1 . " ” 
Y . ' 
* % fi 
r 
' . “ BR PL} 
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253. 





1 


(239) in bie Partialbrůche und A5 
febätt man | 


‚d ul | 
— * ——— : die Formel 300) gibt nun 


ZT eid-+2), — — 4(1 - 5);3 Das 


— — 
21+x) 





Ir 
j Ri 
—y,ıtrx | 
— =1ı 1 Seht man ferner | 325) 


Yli+x2)=2—x und erhebt beide Theile zum Qua⸗ 
drat, fo folgt 
14x2 22 - 21x 4x3, alſo 222 = 22 — 1, und 





2— 
—— dieß u weiter dı= 





22 
Ha, und 


„+ au _ 
IE Z 4a, 


| und ftatt z deſſen Berti x-+-Y (1-+x?) gelegt, wird 
dx 
— x? 

Far) Ax-+V A-+x°)) 326) 
—12 findet man, wenn man tsx ſtatt x, alſo we⸗ 
gen 150) secx flatt V (1 +x?), und sec? x dx a 
dx ſetzt, [secxdx=A(tgx + sec x), oder mit Rüde 
ſicht auf 179) 

Sscxdx=ätg Gr439 / j oo. 227) 


Ss 
X. Integration atgebraiſcher Differentiale. 


27 





p 254. Sept man in den Formeln 310) 311) u. ſ. f. 
x? | h b ’ 
— flaft x, alfo xV- ſtatt x, und dx —F ſtatt dx, 


an. 





’ 
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ſo ergeben ſich folgende Integral, und zwar man er⸗ 
hält aus > 310) 


Vz DV * za, 
‚daher ift, | 


dx dx. 
Ss- 2 — * eV: :ebenfo fotgt aus 325), 326) 


dx Vatzy | 
Js” ch — — , ferner aus 326) 329) 
Ser” ev, rn iu 


1, 
er wenn man die beſtaͤndige Größe im Nenner . 





mit der Konflanie vxeinigt wird 
b 2 
Se —— un +V ati )}», 330) 
und aus a | 
era — Ya lu sinxY = endlich aus312), 331) | 








„b 0 
J: Vera” (bera) vi ardc. secx V- 332) 


Setzt manaberin313) - x hatt x, fd wird 


x 
ren” = 9ICc, sin = — — aro. cosug _ . - 333) | 


2565. Vertauſcht man in > die Buhlahen, a, h 


d 
mit a, ß, fo iſt Pr Fi Du tax 


fegt man hier x-4-y flatt x, und nach vollzogener Ent— 
widelung atpy?”=a, 2fy=b, und p=c,fo er— 


; hält man y= 7. ferner dac= 4aß-+-4B°y2 , alfe 
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\ be k ar 
tw—b=4aß, und Nas gas 














4c — 
1 
zur Abkürzun und da gen wird aus 
zu g, VeR =: g | 
de. ß 
7 Pe bie Größe — * und ausxy © der | 
b | 
Ausdruck (x + y) v:= =" ʒ ſetzt man alſo, ateze 
halber dad Trinom a 4 hx +ex®—=T, fo erhält man 
ix 2 E Icx-+ b 
Das a ki Bas yz zu ft aber. b>4ac, 334) 


fo würde Yk=Y (duc—b*) imaginär, alsdann 
gibt aber eine ähnliche Transformation, vorgenommen 
mit der Formel 329) ‚wenn man hier — B ftatt ß feet; 


wodurch 4aß= b? —A4ac=K', alfo Ve= —7* V— 


wird, und xy 4 in — ey —1 


zugeht, die Formel \ 
„VE+2cHb ee ern 
JF = T = gi Vegan pflegt biefem 
Ausdrude eine unterfchiedene Form zu geben, entweder 
seht man bad Glied rechter Hand von der Konftante 


iz 1) ab, oder aber man multiplizirt ben Bruch 
unter dem Zeichen wi dem Renner, und hereiniget 
im Ergebniſſe die Größe — ch NZ mit der Konfantes 


hiedurch wird 

, 20x—-IV PR 

JE = 72% 4 Ice und atih | 335) 

dx 2 ‚Lie 

T Ye V 7 | | 
Rukits Analyſis 16 








336) 


—2 





Iſt endlich b? =4ac,, fo werben beide Ausdrücke unbe: 
flimmt , dann hat man aber 
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2 
a--bxrtcex—a-tbt + u 


 f# X, — wofür die Formel 296) 


4a 
„.. _ be(2a + bx ) 
dx Aa ” 
— —— — —. te 
M * b Ra hx) Wäre v negativ, fb müß 
man weit Y k imaginär würde, das Integrale nad 
335) oder 336) nehmen. Setzt man in 335) a=0, 
fo erhalt man 
dx \ 1 x 1 
— — 2 —24— — N 33 
bx-+cx? =, gi wenn man 5 zur Kon- 337) 
ante ſchlaͤgt. Ea 
256. Verfahrt man auf ‚gleiche Meife mit den 


Kormeln 330) und 331), fo erhält man 
at bx — cx? = T’ fegend 


alfo 





gibt, mithin ift in diefem Kalle 








u. ae aven wx 338) 
J- — Ve arc. sın Va ‚ woraud “ 339) 
.dad=o folgt 


u een. Yo —- [2 cXt-+b-+2Vex(b-+ ex)], 


oder weil die Größe unter dem Zeichen A das Quadrat 
von V x +V(b+ 2» ift, 


Ser” veveV (b-+ Do und 340) 


arc. sin 2 — a 341) 





So: (bx —cx?) Vi 
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Schreibt man aber in den vorergehenten Formeln 838) 
und 339) — ſtatt x, alſo? * = ſtatt a, und vertauſcht 
bie Buöfebn a,b, c mit b — 6,2; fb ergibt ſich 
dx _ 2 v aT— 2a— bx 
IE a2 l eT ur, und für ein 343) 
negatives a ı 
dx 1 x—2 | | 
ıyTı Va arce. sin xV (dac acH be) f woraus 343) 
A b= 6 nad) Hinweglaffung des es Tonflanten Saltord 


| wave folgt: 8 
— 1 E— ud rn 


aıy (a+ a) Ve — 
dx d nen 
Ver” hr arc. Cos- 345) 


Für 4== 0; werben bie Sormeln 342) und b 309) unbe: 
' Kimmt , aber bann geht der Ausdruck IF — in die 


| Formel 298) über; 


257. Differenzirt mau den Ausdrudk dearbe per J 
ſo findet man = (b +2cx) dx, daher 


. ‚dT— Fur 
kdı= 5 =, dividirt man dieſe Formel einmahl 
mit 7 und ein zweites Mahl durch TP, fo erhaͤlt nian 

x dx _ dT —bax xdx _ AT bar oo 
AA unb woraud 
durch die Integration folgt : | | | 


dx b — 
F mer; AT * , Und wegen 296) 346) 
[= _ > . 

Te = ZT, cTr- K ihan Fann 97) 

u Ze 


’ . 











16 * 


\ / 
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J5 dx immer auf /? zurückführen , wie bad im der 
Folge gezeigt Ba fol; ‚demnach erhält man 


Mx-N)dx _ _M, - an m 3 
SF =. — /F ») 
Ms N)dr Bun M 3Nc—Mb ni j 
/ 7 per un I. Jm. mM 


> welche Formeln in-Anmwendung kommen, To oft gebro- 
chene Funktionen in Partialbrüche zerlegt werden: kön⸗ 
nen, deren Nenner die Form a-+bx-+ ex? , oder 
\ (a +bx--ex?)P haben. . \ 


258. Sede. gebrochene Bann I beren Abmes- 


ſung tin’ Zähler gtößer ift, als im Nenner, laßt ſich 
durch wirkliche Diviſion in eine ganze und in eine ges 
brochene Funktion zerlegen, fo daß in der letzteren die 
Abmeſſung bes Zaͤhlers Kleiner. wird, als jene des Nen- 
ners. Zerlegt man nun biefe nach Anleitung des VIII. 
Kap. in die Pattialbrüche, fo ergibt fi ch dann. ihr In 
tegrale nach den Formeln für | 


dx dx ‚/ dt | dx . 
a+ —s fa +bx + ex )P 
_ we Bellen a. * zu finden? Nach 
2. a) ift Ä 
di  ,f. da . da .dz dz 


(z? — 1)? — 4 (z—1)2 Tor + 2A 2+1 
dad Integrale ber beiden exften Brüche findet man 





._ 


1 z—1 
gibt: dad Integrale ber beiden anderen Brüche iſt nach 


299) 4 (2 N und —4(z-+1), welche bereinigt — + 


1 
nad) 294) — — und — , dere# Summe — * 


1 
—1 
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‚ geben; fonach hat man . 
— 22 da | 27 | 
| Je =: (+ 2—1 
. 
fees F u beffimmen? Man findet 


(5x: +82 — 20) dx 


| 
M | (x — 4)°(x?-—4x-+8) 





= ad 4 rt 
1 (45x—84) dx 3 
16 Wat nun ie nad . | 
JT RT ae) ER? A) 
und ' 





45 dx ur 
76 2” — 7 ee} ; ferner „Hat Man - ) 
348) und 334) wenn man 
u 45, N RR J— ——4, e=i 
4 (45x84), dx _ 2 9— Br 


. und diefe Integrale ufanmen genommen ne Re, 
. ben gefuchten Werth; 
4x — 81 = x2 —4x +8 —2 
St re 
Eben fo findet ven 
ef b® dx “afV arte). 
* —as ut Ha) ei u Fa, 
Ka 
J (arc, tg re vs ——] 
(x—a)V (x?—ax+ta?) axV/ 3 J 
ee Veen — 
‚x — 622 +4x—1. («-2)<-+H) 
xt. 3x Apr FE See =. x— 3 Try 


=. 


d. 


f 


6. Differential⸗ und Integral⸗Rechnung. 


259. Wenn eine irrationale Differentialformel bloß 
irrationale Größen von einerlei Art enthält, fo kann fie 
immer durch Einführung einer neuen veränderlichen Größe 
rational gemacht werben. Iſt nämlich Fax wie immer 


m p r Ä 


aus x und (a 4 bx) , (a 4 bx)", (a 4 bx) zufammen⸗ 
geſetzt, ſo hat man nur a 4 br— 2" zu ſetzen, um 


dann differenzirend bax — gez 11 da zu haben, wähs 
m ..0 pP 


rend (a-hx) 27 , (a4-bx)' = 2P”®, und 


’ r 





| (a +bx)? = z"T wird, fo daß Sfrdx in J p2dz übers 
‚geht, wo 92 bloß eine rationale Funktion von z iſt. 
| . 1 x Yxr | | 
3. B. Sei dy un Ai A man feße x=ı°, 
0 I+Yx 
3 .: 
fe ft UVx=2", Vx=7?, dx=62%dz, alfo 
2 et” zsdz: bri t | di 
a7 =6 2: bringt man hieraus die ganze 
Funktion durch die Divifion weg, fo erhält man 
. Ä 1 
=6 (—2’ 26 +25 — z? 2214 
Aym6(—2’ Keira ni +. 
dieß gibt . . 
ya6lZae 4327 452° 32° 43° zarte. ten), 
oder = | Ä 
8 6 , 
J=—-HYtnVerr— Ve H2Y 6 
. 7. 9XR0. Tg Vx . 
260. Hat aber die vorgelegte Differentialformel 
bloß Jrrationalgrößen von ber Form Y (a + bx + cx2), 








)dz, 


f 


fo wird fie rational, wenn man febt 








® 
r 
. ’ * 
= 
(. 1 
| Fi 
® 
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— — woraus 350) 
22 —a — —— ——— 
— — — — — — 

Sg, Ve’ und dx = brav folgt. 


Oder man ſetze V(a-+bx+ cx2) * Vet xz, bie- 351) 
——— — —— 


und dx = — 





Oder aber nehme man, 
V (a-+-bx-+ex?) =1 (x—e)Y ee an, wenn x? + ESP 352) 


in die Saftoren x— a, x — ß zerlegt worden iſt, fo daß 
man auch noch fegen fann Y (a+-bx-+cx?) =7 x—pV®, 
dann ift V (x— a) (x—P)=2z(x— ea), alſo x— 4 
| X— 4 ——— ß — 012 


— 72 (x— a), mworauß a=V I! I-mt 





2(8—e)7 

— dz folgt. j 
251. Den Ausdruck dy =x""" dx(a ben) ra⸗ 

“ tional zu machen, fege man a-t-bx” = 219; und man 


und dx— 


„ an GR „_7d—a 
erhält ur )i=zP, ud x = , alfo 


m 
q Yan 2I—a ni 
dy= = pr q —— dz. u) 
| "Man kann aber auch zuvor a-- bx" in (ax"-b)x", 
| und fomit xm-ı dx F 4 bx”)A auf die Form 
| 
| 


| 
| 
Se q 29 — a 1 e + 
7 . 


xm+ng- dx (ax + b)ä verwandeln, ſodann ax" rb 31 
feßen, und man erhält nun 


24 
24 Han ( — 
dy = Fern q "727 ih dı, welcher Ausdruck 


I» 
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auch aus u) folgt, wenn man flatt m, n beziehungd: 
weife m-tng ‚und —n fegt, und a mit b vertaufcht. 
Hierauß iſt zu erfehen daß die vorgelegte Bino 
mialformel rational mithin integrabel 


‚wird, fo oft — oder at: eine ganze Zahl 
ift. Auf diefem Wege — fi ſogleich 
x’ dx (a + +2:)%, xio dx (a ꝓx2) ‚weil Bienen 2, 
bei dieſem 3 $=2 iſt. 
XI. Die theilweife Integration. 


262. Wenn bei einer irrationalen Binomialformel 
bie Kennzeichen der SIntegrabilität (261) nicht vortom: 
men, fo kann man nichtd deſto weniger ihr Integrale 
auf ein oder mehrere Integrale zurüdführen, welche ent= 
weber einfacher, und baher leichter zu finden, ober 
wohl auch zufanmengefeßter, aber vielleicht ſchon befannt 
fein möphten. Dan nennt dieſes Verfahren die theil- 
weife Integration. 

Sind t, u zwei Funktionen von x, und man diffes 

renzirt ihr Produkt tu, fo ergibt fich 
d(tu) =tdutudt, alfo udt =tu—tdyu, und wenn 
man integrirt udt tu — /idu 353) 
zerlegt man alſo eine Differentialformel udt in zwei Fak⸗ 
foren u=gx, di=y, xdx, daß fomohl Sp, xdx als 
auch Vx. dpx entweber unmiftelbar, oder Durch fer 
nere Reduktion kann gefunden werden, fo erhält: man 
auch udt = pxfy, Xdx-VVx. dx. 


263. Um hiernach den Ausdruck m dr (a+-hrr)e 
auf eine einfachere Geftalt zu bringen, -feße man 
arb"=X, und x"iP>y, fo findet man 


? 








| \ 4 


XI. Die theüiweiſe Integration, 2739 \ 


) 


yamın- XPdx-+- px" Xe-ı dX,, aber 
| AX nbxn-i de, aber | 
dy=mı"ı XPpdx + bnp mine Xprı dr }) 
Ferner hat man be—= X—a, ſonach 
dy=mam-ı XP dx + npx”""! XP dx— anp x": Xprı dx 
oder wenn man bie beiden erften Glieder vereinigt 
dy= (m + np) x" XP dx — anp x" "ı XP"ı!dx u) 
Man bat aber auch XPr= Xp-1,.X=Xpm (a 4- hxn) 
gt man biefen Werth flatt XP in bie Gleichung 1; 
ſo wird 
dy= = am x""ı Xprı dx + bmx"trrı Xprı dx 
+ bnp x'"tnrı Xp-ı dx, ober 
dy=amx": XPri dx + b (m-Hnp) xmtneı Xpridr v) 
264. Integrirt man bie einzelnen Gtieber ber Glei- 
Hungen u) und »), fegt dann flatt y deſſen Werthx XP. - 
bringt die beiden darinn erfcheitenden Integrale abwech⸗ 
felnd auf die linke Seite des Gleichhcitszeichens: ſo⸗er⸗ 
haͤlt man aus u) 
far XPdx—[x”XP-tanp Ss"rıXPmgx]: [m--np] 354) . 
Pr XP tdx=[—x”XP + (m-+np)/x” 1 xdx]: anp 
und aus 5) 
— Ax=txmX#_b(m-Enp) zm+neı Xpmı dx]: sam, 
 AmtmrıXpetgx=[x"XP—am /x"®rıXP-1dr]: b(m+ np) 
Setzt man in der zweiten und dritten diefer 4 Gleichun- 
| gen p 1 flatt p, und in der legten Gleihung m—n 
fett m, und p-+1 flaft p, fo ergibt ſich: 
m Xpdx 
=[-x"XPBt + (m-Hnp-Hn)fe® "ıXpt+1 dx]: : an(p-+-1) 355) 
=[x"Xptı — b(m-Hnp-+n) /x"+Prı XP dx]: am 356). 
= ſxmen Xer — alm—n) /xm?71 Xp ax]: b(m-Hnp) 357) 
265. Iſt p pofitio, fo Tann man mittelft der gor- 
mi 354), nah und nah p— 1, P— 2, P—3, . . P-r 
ſtatt p ſetzend das geſuchte Jategrele Vamvi Xꝑ dx auf das 











— —e ——— — —— — — — — — —— 





— 
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einfachere Jmrı Xprrgx zurückführen: und eben. fo re⸗ 
duzirt ſich mittelſt der Formel 355) für ein negative p, | 
xmrı dx 
das Integrale I * = auf dad einfachere k — — 
Iſt aber m pofitio, und man ſetzt in ber Formel 357) 
m—n, m — ?n, m—3n,... m—ın fltt m, fo 
findet man dad gefuchte Integrale /xmoi XPdx aus 
mr XPdxw; hingegen für ein negatives 'm ergibt 
fi, eben fo mittelft der Formel 356) ber Ausdruck 


XP dx XPdx 
za mb | m 


Führen dieſe Reduktionsformeln auf die Form 3, fo iſt | 
dieß allemahl ein Zeichen, daß die Integration In dieſem 
Halle direkt zu fuchen fi, Wenn 5. B. in 354) oder 





357) m+np=o alſo p= — ausfällt, fo Hat man 


ma dr (a+-bx")P = x""1 dx (a-+bx”) "n . bei wel: 
chem Ausprud da$ Kennzeichen der Integrabilitaͤt (261) 
‚eintrifft, 
266. Die Formel 354) gibt fr n—=2, X=a+rbxr, 
‚und wenn gan p\= sun m—ır--1 fest, wird 


* ————— —— — | 538) 
Insbeſondere ift für r— o 
SdaxV X =ixY X-+1 7x ; baher erhält man wegen 
330) und 331) Sax (a-+ bx?) = 
zu (artbr?) + Ve 89) 
Sax (a—bx2)=}x V (a—bx? J— arc.sin xi 360) 


Segen wir in 355) m=1,n=2, unb ändern wir das 
Zeichen von p, ſo wird ! 





an 








XI, Die theilweife Integration, 261 


Ad 2p- dx 
(rer A — (atbx> rn 
361) 
it num big eine samze pefitie Baht, fo führt dieſe 


Formel zulegt auf I Fbr + welches aus 228) be: 
kannt ift, | 


267. Bedeutet r eine ganze pofitive Zahl, fo fin- 
det man durch 7) fürn=2, p=—ı, wbmerrl 
px x V 'Y (a+-kx°) ale 1) ya du? 
Ve ir TO je 362) 
und das gefuchte Integral reduzirt * auf die befann- 
ten Integrale 330) und 297) je nachdem, r eine gerade 
oder ungerade Zahl vorftelt. Mit Benützung dieſer 
Formeln erdatt man: 








= —— 
Ve Jon pv* sn 


ferner, wenn man a—bx?=X’ fegt, hat man 


z b 
— v* Hau * 


/ — 36* — 366) 


268. Setzt man in 3566) n=2, Pen -4, und 
m—1=-—r, fo wird 








/- EEE 2 SE VX BD) — — am. 
*8VX at-IN)x a1)’ x "U | 


Durch fortgefegte Anwendung biefer Formel Inn man 
| endlich entweder — oder auf 





⸗ 





1 
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A v — ‚ je nachdem r gerabe oder ungerabeift: 
008 letztere Integrale ift aus 344) ‚bekannt. | 
Mir Benügung diefer Jormein ergibt fh: | 





d«_ __ - Vla+h®) 368) 
- x2]/(a+bx°) ax - 

=) _ 1 Usher), b ‚Vlatber)-Va. 
xy @rbxr) nt Va — — 1 | 


369) 
Mehrere Reduktions ſormeln findet man 3. VI. 158. 
269. Ein Ausdruck von der Form xdx(axt 4hxny 
läßt ſich durch die Diviſion mit x” auf die Form 
pr 1x (bx" yP zurüdführen, deffen Integrale durch 
eine ber vier Zeduftionsformeln leicht gefunden werben 
Tann. Wendet man die Formel 354) auf den Ausdruck 
—EXE — — - x⸗e)* —=xis dxVY (2t—x) an, und 
fegt m—-i1=qg—}, a=1, p=}, 9 =, b=—1l. 
fo erhält man | 


Std (gr) = x1t1]/ (Irx—x?) 


gq+2 | 
r  xIr1 dx | 
+72 Vz.) 370) . 
‚ und eben fo folgt aud 357) wen p=— 3 gefeßt wird 
xIdx —— ) Rz xgridx 
Vi 2x2)” ‚4: Vax-x) 
| 371) 


Zür q=1 und 2 erhält man hieraud wegen = 
x dx | 
Ir os = (2rxX—x?)Fr, arc.sinv = 372) 


Irx—x? ) 


y 2 — x) in) ersxt) Fartaro.sinn 7 . 
: 373) 








— — er 


rn — 


\ . " . 7 
\ . » ’ 


meln 354) biö 357) sinx ſtatt x, alfo 


. aA 
XI. Die theilweiſe Integration. 253 


ı ‚dx | 


Ver 
aus 371) in 370), fo erhält man 
+4)x—r 


v2) (IH) 8 BR 
tasy (21x—-x?) = —* * IX—x ) 
@g+Nr xiae 


ad Ve 
Für q== 0 und 1 gibt dieſe Formel wegen 333) , 
JaxY (2ıx—x?’) 
1 (x r)Y Ar x?) +27? arc. sinv (x!r) = 
SxdxY (21x —x?) 
H (2x2 — x 327)Y (Ar2—x) tar arc. invm) 376) 


270. Aehnliche Reduktionsſormeln findet man für 
dad Integral Sdxsin”x.cos’x, wenn f in den For⸗ 
x cosx flatt dx, 
m Ratt m—1, ferner a=1, b=e—1, n=2 um 
ı(n—1) ſetzt. Bezeichnet man nur noch Kürze 
—* sinx mit pP, cosx mit, 1 ‚fo ift \ 
S dx p” g’= | 
= [p"tı ro -(n—1)S dx p" gr]: [m +1] 377) 
= [— pt Qt! + (m-+n-+2) ft dxp”gq"*2]:[n+1] 378) 


 =[prtıg®tı > (m+n +2) /dxp”*? gq"]:[m+1] 379) 


=[— p” qui + (m— 1) /dx p”"?q 2]; [m-+-n] 380) 
3. B. Sdxsin*xcos? x zu finden, gibt 380) 
Saxp? ? =--3p° q’-+4/dxp? q? , bietauf 
Saxpq?=—ıpq’ +4/dxq? , ferner die Formel 
377) für m=o, [dxq’ =,pg-+%/ dx, daher iſt 
Sdx sinxco®2x—=— zsinxcos! x(}sin? x + r) 
he lsinxcosxX+ x) 

Zuweilen ift es vortheilhafter die Potenzen der Sinus 
und Kofinus einer Größe nad) 206) und 203) in- die 
Sinus und Kofinus ihrer Vielfachen zu verwandeln, und 
dann die Integration nach den Formeln 





u 
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Sdxcoske= t sinkz, und Jüxsinke=— £ cos kx, 


welche aus den Formeln 305) und 304) leicht abzuleiten 
find, vorzunehmen. So findet man z. B. 
‚Scosd dx=/[ 1 c0os5X + 4sindx +Icosk]dx 
= y,sinöxX +; Dr 008 IX +2 sinx. 


271. &ben fo. reduzirt ſich der Ausdrud 


Nebst ‘ auf eine algebraiſche &orm, went man 
00% = 2, alſo —sinx dx =dı feßt: Dan. erhält 


dx dz - 
Ss — farbe) byry(i—z) - - 381) 
Ferner erhält, man ep dieſelb⸗ en | | 

4b‘ sink dt 
(a+bcosx)® — a TIER y Te br)" 
nn 382) 

Noch bequemer wird man cosX == ſetzen, woraus 


14 v 


dz 
— 
1=tg1 x wird, und N! in fer F(a- an] 
übergeht, welched man nad) 328) integriren kann. Iſt 


xX. 
überhaupt Fx eine algebraiſche Funktion vona e, sin px, 


. bie aber nicht x felbft enthält, fo führt die Subſtitution 
‚az, obere =, aufeine algebraiſche Funktion von?. 
viernach wird u B 
Pe En 
var) a Vte) 
272. Different man aber die Funktion 2&”, wo 


4, eine beliebige Funktion‘ bedeuten kann, und bezeichnet 
die erfte Ableitung von 2 mit z, , fo erhält man 


d.1e” 6” dx (2+2,); ed iſt alfo das Integrale einer 


s 
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Differentialformel, bei welcher der Faktor von e* ax aus 
zwei Summanden beſteht, wovon ber eine das Differen⸗ 
tiale des andern iſt das Produkt aus der Erponentials 


größe e* in ben einen Summanden z. 3.8. 
S e dx (3x x? —1)= (x? — 1) en. . 


273. Transformirt man die Formel 361) nach der 
in (255) gewiefenen Methode, fo erhält man: u 


fE- Ib+20x_ | 2e2p—3) a9) 
m oe — der ) 


Chen fo folgt aus 358) Ä J 
b-+2 | | 
SaxVY T= + —— fir are BE 
ber das sungen aud 338) geſetzt, wird | 
k 
Say T= Zu B+2E TH Ort br eI88H) 


ec negativ, alfo a-- bx— cx? -T, ſo ſotzt aus 
39) /dxy T’= 
4ac+b* 


=4c[(2ex+b)Y T— IVZ: ac. een 385) 








274. Differenzirt man das Produkt my T, 
fo ergibt ſich 
mal T=(m— 1)? axVY Tr x — 
(m —1)xm“2 Tax x” ) dx 
=— 77 ton 


| 2/ T 
T den Werth gefest, 
_ (m—)ax""!dx (2m—1)bx”ıdx mex”dx 
—yI ayı TyI 
woraus durch die Integration folgt : 


‚und flatt 





. ° | x . > 
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SER= x ⸗ 7 2— Nbr m dx 


VT . me Zimc vT 


(m—1)a —— 
—— 386) 


Setzt man hier m—2 =—n, und ſucht aus der ent- 


ftehenden Gleichung den Werth SsVw fo findet man 





dx ”  VT _&n—3)b 
. ztyT” : (n—1) ax"! - An—1)a Eu vr 
(m_ 298 dx... 
Ken u 387) 


Differenzirt man aber das Produkt zn: 73 fü erhält 


man erſtlich 

— 3 = (m N) xml de T4 Sem (bH 9er) ar 

hebt man nun den gemeinfchaftlichen Faktor [X T heraus, 

verrichtet. dann bie angedeutete Multiplikation, umd 

. vereinigt die in ZT md zum beziehungsweiſe multi⸗ 
plizirten Glieber, ſo ergibt ſi ſich nach der Integration 

| SsrdxyYT= [x 1 T3_ 1 (2m + 1jb fa -ı dxyT 

| — (m —1)a/x"dxy Tl: (m+2)c 388) 


'275. Manchmahl ſind mehrere Reduktionen erfor⸗ 
derlich, um ein Integral auf ein anderes einfacheres 
von detfelben Form zu bringen. So gibt die Formel 353) 
SA dxsnx=— x"cosx-H-n/fxtrı dxcosz, und 
Sa”! dxcosx=x""i sinx— a — 1) /x” "2 dxsinx, 


folglich hat man 


SP dxsin=— x” cosX ini” "1sinxen(n-1) fx" "?dxsin® 389) 


‚Eben fo ergibt fich: 


 Sdicos=x”sinz+ nxh*t cosx--n(n—1) x" "2 dxcosx390) 


dxsinX C0X sinx 1 rn dx Sinx 391 
xy — ⸗ (n—1) gr “m: yır2 ) 


wo Kürze halber (m— 1)01 - 2) =m gefest wurde. 





a BE — 
v 
* 
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| dxcosE sinx coszx: ° 1 fdxcosz „.- 


| Diefe Formeln führen, wenn n eine ganze ;pofitive Zahl 
bedeutet, auf Die Integralien | | 


PES um fE, weiche kehner weiteren es 
tuftion fähig find. Die Ausdräde 492) geben aber 


cosX.dx dx xdx x’dx x’dr 
. Iissmuukbuuunsen — Zucck . 


x x 2! Tu TEL 0 
inx.dx _ x’dr _ xide xöde., ur 
BL DE TEE TEE TOn 


| 
mb hieraus folgt durch die Integration — | 
cos x. dx ar ax 3x6 
er E Tl Ye Te 300) 
 [tinx.dx ax ix 3x’ 7 298 
FE star 7 * 3 


XIf. Integration der Differentialgfeihungen. ' 


276. Jede Gleichung zwifchen zwei veränderlichen 
Groͤßen lͤßt fi} fo umformen, daß alle Glieder , in wels 
hen die beränderlichen, Größen vorfommen, auf ber 
einen Weite ſtehen: hiedurch erhält bie Gleihung die: ı 
gem u=f(x, yJ=C, Aus diefem Ausdrucke folgt 
nah 275) df(x,y)=Mdx-+-Nay, wenn M, N; bie 
partiellen. Differentiale (219) der Funktion u vorſtellen. 
It nun umgekehrt die Differentialgleihung 
Mdx + Nay = o.gegeben, und man findet auf irgend 
eine rt, daß Max--Ndy= du 'iſt, und alfo | 
Max + Nay)=u=f(z, 7), fo hat man fx,y)=C, 

wo G eine Konftante bedeutet. HB 
(6xy + 2x) dx + (3x? +1) dy=o,fo folgt . . 
Sexy dx + x2dy) p2xdx + dy=o, und hieraus wird , 
 Rutits Analofie, 17 Ä 


* 














208° MER und⸗ ntegent »Nedmumg- · 


. . 3xry-tr® — C wodurch bie Abhängigkeit ber Groͤ⸗ 
ßen x und y von’ einander beſtimmt iſt: man hat naͤmlich 


y-_. ze 4’ und C ergibt ſich aus den Bedingungen 
der Aufgabe, welche auf die gegebene Differentialgleie 
dung führt, 
7997. Die ehnlfachfle Form hat die Differentialgleis 
hung Max +Nay=o alsdann, wenn M bloß eine 
Funktion von x und N eine Sunftion von yift, oder 
umgekehrt, wen M bloß y, N bloß x enthält. Im er: 
ften Halle erhält.man unmittelbar 
JMax-+-J/Nay=C, wo die Integrale nach ben in 
‚ben vorhergehenden Kapiteln angegebenen Regeln gefunz 

den werden. Im zweiten Falle dividire man bie Gleis. 
Bund ? ng MN, ‚fo hält man 


—— =o0, woraus /E +/2 =C folgt. Man 


nennt eine folche Ummandlung ber Funktion die Abfon- | 
derung ber veränderlihen Größen, und fie 
kann immer vorgenommen werden, fo oft M. und N fih 
‚in zwei Zafteren ‚zerlegen laffen, von. welchen der eine 
bloß x, der andere bloß y enthält, oder aber Fonftant 
ift: wenn oki M=XY, N=X'Y if, erhält man 


fat gr — —— DB. 


(y? —1) dx+ I=o, gibt 


wart mo, un gerad 1) =. 


278. Ein häufig vorfommender Fall der Abfondes 
sung ber veränberlichen. Größen findet Statt, wenn M, 
und N gleichartige Funktionen (103) bedeuten, deren 
Dimenfion —n fein mag: fegt man y=xz, fo e- 








\ 





XU, Integration der Diferentinlgligungen, 269 


kalte beide den gemeinfhaftlihen Faktor.x"”, und die 
Gleichung Mdx-+N dy==o verwandelt fid) dann nach: 
ber Divifion mit x! in dx + pLdyo,, oder weil 
dy= xdı + pi ift, fü wird fz dx + p2 (xdr-hadx) =0 
woraus fofore = + = o folgt. 3. B. aus 
ııy+-ly— v (x? +y*)]dx = 0,erhältman’für y= ir, 
erſtich zdy + [x2— x (1-H2°)]dx == o.oder.. 
xdı + 2dx +[2— UV (1 +2°)]ax=o, und daher 

 dz dx BE W 
2 V (re) + =0 welches integrict 0 


dı | ..... 
| ix = (rare, gibt, wo nur noch nachdem 
man bad Integrale beſtimmt hat, y 3 fatt x zu fegen if. 


279. Biöweilen läßt ſich durch Einführung einer | 
neuen veränberlichen Größe, eine ungleichartige Diffe⸗ 
tentialgleihung gleichartig machen, und ſo zur Inte⸗ 

gration nach (278) vorbereiten. Es ſei 

(bx + cy) dx- ( 4 b’x Fey)dy=o, man 

eex=m+-z, y=n-+t, alfo dx== dz, und dy== dt, 
ſo verwanbelt ſich diefelbe Gleichung in . " 
rhm + br-Homtot)da (air bim biz +earct)dt=o 
ba mundn ganz beliebig find, ſo fege man 
e-->bm-F-en=o, und a‘ Hure n=0, woraus 


ac’ — ac ab — 
ı= — und =, folgt: für dieſe 


Werthe erhaͤlt man nun 
(bz + ct) ds (b’z-+ ct)dt=o. 


welche Gleichung gleichastig iſt. Diefe Eubftitution iſt 
nicht anwendbar, wenn b’c— be’ = =0 ausfällt, alsdann 
wird aber J 


17 4 


/ 1 


®. 


- erhält nun für hx key=z woburch y= 


— —— 
‚(a Hnei 
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bei 
be+cj= —x+ ey=- © (ix + * folglich bie 
gegebene Gleichang 


—— —— "ay)= 0, und men 


dd— bdı 
© . 

wird, nach ‚gehöriger Reduktion 
"(ac -+t'z) dt _ 

FI Table —be)e 

280. Seien P, Q, R gegebene Zunktionen v von x, 

oder auch konſtante Zahlen, man foll BieDiferentiafgleichung 

Pay-+ Qydx-+Ry”dx=o integriren? Man ſetze y= 

wo t und z noch unbekannte Funktionen von x vorftellen, 

fo verwandelt fich die gegebene Gleichung in" 

Pzdt + Pidz +-Otzdx + Rt"z"dx = =0, wählt man bie 


tz, 


willführlihe Größe z fo, daß die in z multiplizirten 


Glieder verfhwinden , fo erhält man bie Gleichungen 


Padt + Otzdx=o, und Pidz + Rtrz’dx=o: aus jener 


P 
ſetzt man dieſen Werth Kürze halber = u, fo iſt 


Ä folgt, tar, oder wenn man integrirt At = — pda, | 





At—=u, oder t=e: wird nun dieſer Werth in bie 


zweite Gleichung gefegt, fo erhält man 
dz R (n—1)u 





za B° e dx, welches integrirt 
| 4 | Red au - 
nn, ỹ gibt. Kann nun dieſ er Aus⸗ 


druck nach den obigen Formeln integrirt werden, und | 


ſetzt man daB Refultat = = Fx, fo hat man 
= Fx-+G, und hieraus folgt. 


⸗ 


N J % 
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=(n—1) (Fr Heel, Die Brraisfegung 7 Sitz 
gibt num 
ge“ 
— — 
J> (n—i) (Fx-+-C)"n1 | 
Si z. 8. xdy +3y +2x—öxr’=ofo iſt 


zum verlangten gutegral. 


?=x,0=3,n=o, R=2xr— 5x? , alfo 


= (= = —3ixX, und 


. 
Fı= User SENT ragen, 


daher y—=x“* (x — 340), ober 2yz=C-+2x? — xt, 


281. Wenn eine Differentialgleihung Max-+-Nay=o 
volftändig ift, fo muß ihr immer die Bebingungsgleis 
hung 276) Genüge leiften. Iſt aber diefelbe nicht vor= 
handen, fo kann man zuweilen bie Gleichung _ dadurch 
vollſtändig machen, dag man fie mit einem veränderlichen 
Faktor multiplizirt, welcher daher der integrirende 
Zaktor von der Gleichung genannt wird. | 

Das Integrale einer volfländigen Differentialformel 
Max + Ndy= 0 ift eine Funktion zweier veränderlichen 
Größen x-und y, und Fann nur dreierlei Glieder enthals 
‘ten, nämlich: einen Ausdrud der von x unabhängig. iſt, 
und den wir Y nennen wollen, ferner einen Ausdruck 
= X, der von y unabhängig ift, und endlich einen Aus⸗ 
druck Z, in welchem x. und y mit einander verbunben vor= 
kommen; ſonach hat man f(x, yJ)=X--Y +2: be 
zeichnet man nun dad Integrale der Funktion Max in 


"Beziehung auf x mit "/Mdx, und eben fo das Integrale 


von Nay in Beziehung auf y mitY/Nay, fo hat man 
fix, )="/Mdx-+-Y, weil M dad Differentiale: der 
Sunktion bebeutet, wenn bloß x «iS, veränderlüch auge⸗ 


‘ 


— 
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“+ fehenr wird, unb.Y den von y abhängigen Theil derſelben 
vorſtellt und eben fo wird f(x, y) — ’/Nay X, folgs 


ih MR +Z= "Max, md U-HZ=/Nay. In 
tegrirt man daher eine Zormel zuerfi in 
Beziehung auf xallein, und fondert den 
von y abhängigen Theil vom Ergebniffe 
ab, foiftdiefer=Z, jener =X: integrirt 
manferner biefelbe Formel bloß in Be 
„ziehung aufy, und ſcheidet hHievon den von 
xabhaͤngigenTheil ab, ſo ift ver Reſt—X, und 
man erhält hiedurch den vollſtändigen 
Werth von f(x, J)=X+Y+Z. 3. B. Die 
‘ Differentlalgleihung [(x 4gy) "+ 2x — 16xy] dx 
| + (x +y) ı.-3y? — 8x2]dyz=o gibt ‘/Mdx= 
=. re dx — f16xy dx=/(z-Hy)+x2-Broy, 
alfo ft X=x’, un Z=A(x-+-y)—8x?y; ferner 
- findet man YYNay=iı(x+ y)t+y°—8xty, woraud ' 
ſich 7 =y°’ ergibt, fonach hat man dad gefuchte Inte: 
gl, oder fx, Er Hy Hi Hp—sey—C 
Auf bemfelben Wege findet man das Integrale von 
a(zdx-+-ydy) , ydardy | _ | 
| @ry)t x? y⸗ "by? dy=ay [ [[1 
-Harc, F +by° C. Ita=b=o, ſo wird 
dx — x . 
SER = weist . Eben fo ergibt ſich 
Re HYlR +Y)H-Yoy _ 
eV VE 


262. Sei nun Mir Ndy=e eine unsolftänbige 
Different ialgleichungdund A eine unbekannte Funktion von 


— 





Al 





xJ, Integesion ber Differensielgleidgungen. 268 
und y von der Beſchaßenheit, daß pber Seeiuss 
—— die Bedingung 
| (F -) = -() Genüge leiftet: man hat dann 


fe —* (Aa) (an (a RAN), one Ä | 
TEMP CE 


Iſt nun R bios eine Funktion von x, fo hat man 


R * =o, folglich wird bie Gleichung ) 


1 (3 —* —* 2) dx = m, woraus du "Ye Intes 


gration der integ dende au folge = : 


2 Kl 


| Iſt aber R bloß eine Funktion von X, P ift (= 


' a man Rn aus 3 


Mm 
„MR R —l—j5;- 
u Pit m) ERS ‚alfoA page =) (2 — 
der —— * laͤßt ſich daher in Men Faͤllen 
Ietinmen ‚ werm bie Differenz der. beiden Ausdrüde, . 


(7 -) — (2) buch M ober N. getbeit eine Funktion | 


* die bloß eine veränderliche Größe erhält. gür bie, 
Gleihung. (6y— 4x*) dx'-+ Ixdy = 0° findef man fo 
R=x, wird num diefelbe hiermit multipliziet, fo erhält | 
man (6xy — 4x°) dx} 3x? dy = 0, wo die Bedingungds 
gleihung angetroffen wird: bie ‚Sntegration (281). gibt 
dx? y-r'- C. 

288. "Enthält eine Differentialgleichung auch die 
zweiten Differentiale der ZAutuien wur als end) threr 


t 


264 vifferentiai⸗ und Antegrate X | 

eeränbestichen Größe, fo heißt fie eine Differentiak 
gteihung der zweiten nung Die einfach⸗ 
ſten diefer Gattung find folgende : Si + X =:0, 
und X eine Zunftion von x allein, fo if ir Integrale 
= „r/ Xdx=. G, und wenn man noch einmahl integrirt 


fd JSXdx =0x+ GC’, wo C, CC’ bie willkůhrli⸗ 
chen Konſtanten vorſtellen, welche zur Vernollfländigung 
des Ausdrucks bei jeder Integration beizufügen ſind. 


281. Sei — und 7 eine Funktion von y 


allen, ig if wenn man mit 2 dy multiplizirt; 
2 —+2 Ydy=o, ö, ober 


K (2) +2Yay=o, daher (D- +2/Tay=0, u 
8 ——— hieraus folgt 


au) und = era +“ 


Wäre. B. Y= * und keine mverönberlice Größe, 
” erhielte er 2/ dy=ky: ‚und 


"Fi * p nach 331) 
= * aro. sin — 5* durch Umferung biefer For⸗ 


mel ft ya 5 sn Vk-C/h), wo c, c 
bie zwei willführlichen Konftanten find. Man Pas Diefe 
Differentialgleichung durch Multiplikation mit 2 = aut Ins 
tegrotiom., wrberenxt: do nun aus bem für yoga 





J 





X, Integration ber Differentialgleichungen. 266 | 
fundene Werthe ayedyr cos (xYk—C'Vk) 


folgt, fo iſt vz cos (xY kC'Y k), ober ſchlecht⸗ 


weg cosx|/ k4sinx|/ k der integrirende Faktor bier 
" „sun, Multiplizirt man nämlich 


—tky=o mit cosx[/ k, fo erhält man 


. 


= 
d? 

| * cos —A— cos ILMSo. um diefen 
Ausdruck zu infegriren, feße man 


I = dt, cosxy k=u alſo 





t= Z dus-r zinz/ k.axy/k, fo sit die Formel, 353) 


2 7 cosxy k=! _’ Ze kV hrayanzy/k 
der zweite Theil dieſes Ausdrucks findet ſich weiter, wenn 
man dy=dt, sinxy k=u ſetzt 


Jay sin x k=y sin xVY k—-Wkfy cosx//k, dx, 
durch deren Verbindung folgt: 


[Zerkstwseosvies 


Toszy k-HyV kunzyk=C u B): ° 


! Geht man in dieſer Gleichung sinxY/ k flatt ecosx[/ k 
und —cosz[/ k flatt sinxYk, fo folgt fofort bad 
| Integrale Fr Produktes aus der vorgelegten Gleichung in 


Sr v® zsinxy kuyV’koos xVYk=(C ») 
ing ps Aus, den beiben Weicungen u) und » 
die Größe zZ ſo he 


» F r . —* 
= x , . 





268 Differential = und Integral Sechnung. 


yVk=GCsin xyYk— C’cosxyYk, welcher Ausdruck 
von bem vorhin gefunbenen nur Der gorm nach verfchies 
den iſt. 

285. Sei 4 y—+X=o Man multiplizire 


dieſe Gleichung nad der Analogie des vorhergehenden Fal⸗ 
les zuerſt mit dxcosax, fo erhält man 


d 

z cosax-F a?y dxcosax +X dx cosax 0, 
und wenn man wie vorhin Integrirt, wird 
ZI cosax-taysinax -- /X dx cosax— Co). 


Eben fo findet fih, wenn man bie vorgelegte Glei⸗ 
dung mit dx sin ax multiplizirt, und dann in⸗ 
tegrirt 
Lan aæx - e cosas + [Kar sinaz=l, 0) | 

| 
welcher Ausdruck auch aus ꝙ) folgt, wenn man daſelbſt 
cos ax mit sinax, und sinax mit —cosax vertauſcht. 
Eliminirt man auß den beiden Gleichungen ® und. c) 
bie Groͤße =, = fo ergibt ſich | 


ay=Csi —— Kaxcosax} cosax/ Xdxsinax 


Of Xdxcosax . C'— [Xdxsinax 


Bäre bir K=b-bcos2ax, fo erhielte man - 


[X dx cosax = _ bainax —_ ax ' hsindax. * , und 


2a «“ 
| ‚3b ax  bhcos3 .. 
Xdxsinax - — ar una ‚, ſubſtituirt 


man ee Werthe in. hie Gleichung 5), fo ergibt fd 
=: [G sin ax —C’ cosax] +3 h (tr cos 2 ax 


| 


| ad?z fü dx 


KU. Integration der Diferentlafgleihungen, 267 


286. Die Gleichung a —T 1424 eytrs=° 


zu integriren ſetze man y= 2 .- , alfo dy =d, 
und — dez/ hiedurch wird bie vorgelegte Gleichung 


—— —* =-+ 0z=0: wird nun z=e angenoms 


dx? 


men, wo u eine Funktion von x_vorffellt, fo erhält man 
d= eÜdE ar und d’z = efudx u?dx? --e 


S udx dud dx? 


biedurch verwandelt ſich die Gleichung in u 
f dx [au® +adu pbu-rc)=o, welcher Genüge ges 


| keiftet wird, wenn man du=o, alfo u= const. feßt, 


t 


| 


aber der Sleifjing au⸗ —bu-+c=o entſprechend 


flinmt; man findet 1* _? + v b? er 


a, ß dieſe beiden Wurzeln, ſo hat man fudx = ax GC, 
und zugleih Judx=@x-4-C’, daher 2= „ er T6 et e G 
= he , und aud z=Bef*, wo A, B willkührliche 
Konſtanten bedeuten. Bereinigt man biefe zwei Werthe, 
ſo ergibt ſich > =—? +0 Bee" als das In⸗ 


tegrale der grgebduen Differentialgleichung. Vergl. 3. 
vi. 159, —* 


XII, Summirung ber Reiben. 


287. Aus dem gegebenen fummatoriſchen Gliede 
8, einer Rebe fann man immer ihr allgemeines Glied 
ableiten, wenn man In jenem überall n—1 ftatt n feßt, 
und den ſo entſtehenden Audbrud S,_, von Sn abzieht: 
weil die Summen der n und n — 1 Anfangsglieder einet* 
und derſelben Reihe nur um ihe mies Glied unkerſchie⸗ 


m ‘ 








265° . Differentials um Integral⸗ Rednung, 


den fein önnen. Hiernach kann man eine Menge Reihen 
beſtimmen, deren Summen bekannt ſind. Iſt z. B. 
| 8, — (n+1)(b-+ ton +1cn2), fo wird 
San anlb+1c(n— 1). + 4c(n — 1)?], und man fin⸗ 
bet das allgemeine Glied 8, — I, br’; 
bie ingehfrige Reihe ift aber 

b,b-+e, rte, b+9,b-iöc... 

“ Seil ferner Ss = —— ‚fo ergibt ſich 

_ n—1 

u re Tr (arbian— a’ * 
woraus ſofort folgt, daß die Summe der mit a dividir⸗ 
ten Glieder der ingebörigen: Reihe, ve 

1 


r ern“ J— + 2b) ++ Su Dr 
1 . 
kr +b * —- I) La +bn] a Term 05) 


fe. Iſt hier 1 00, fo wird = = demnach hat 
man fr mb: =41 | 


ati ri J 54 ..o i für a1, b=2 396) | 

1 | 
Tarast rn Treo. zıuff ‚sm 

288. Die umgekehrte Aufgabe, aus dem gegebenen 

‚ Allgemeinen Gliede einer Reihe, ihr fummatorifches 

Glied zu finden, ann nur in einigen befonderen Faͤllen 


aufgelöfet werben. Man, bezeichne mit tt. ad 


1 
S(n— -1) die Summen von m und ni Gliedern 
einer Reihe, welche bie Tr iten. ‚Potengen gatirlicher 
Zahlen er nämlich. 


\ ‚ 


‘ 


1 
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Kam P‚ —8* —— te 
daher kann 8 —* "rl 8 die Summe mehrerer Reis 
ben betrachtet ven, been allgemeine Glieder m 


einander find: n 1 G-+D)n , ı(e--I)m \ ..0 
| .. 


dieß gibt - 
80- * — — ——— 


un wenn man 7 Werth in ſübſtituirt, wird 


1 1_ (1-H1)Sn“ — 0 48 14 —X i 
Sucht man aus dieſer Gleichung den Werth für Sn’, fe 
' erhält man 
Sn et Ä J— — 
+re-Na—25 —... ) 
| wird bier nah einander 0,1,2,5.+- Dat r ge 
ſeezt, fo ergibt ſich | 
Set —n; Sn ya pin nat 
Sn? =! ns +Sn—-1t ı5n° = n» +1 n? + in; 
Sn® —int+$ Sn: — Sn + 150° — in‘ --in®+in®; 
Sn? =in!-- in} nt — — 5 
Sns =! Ins Hin + 3n— nz. | 
Sn =yn im mn 1” 
Sn’ =in Hin’ Fun —yant un 
| On = ynt-Hint 
| '— 1,n1°+4n? $$n° — 7506 in? —J,n? u. ſ. f. 
3. B. Die Summe ber fünften Potenzen aller. Zahlen. 
| son 1 bis 100 findet man | 
=i(100)041100)°4+ 23100)" _ 1,(100)2:=171708332500. 





289. Obſchon ſich biefe Ausdrücke, ſo weit man 
will fortſetzen laſſen, ſo iſt doch das Geſetz, nach dem 
Fa 


/ 


\ - „Er 
> A  _ ! “ i 
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fie gebildet werben nicht einfach genug, daß es in bie 
Augen fallen könnte. Da in jedem’ biefer Ausdrüde, 
vom dritten Gliede angefangen, die Erponenten von n 
um zwei Einheiten abnehmen, fo re man 


Sn ante” A, —— +A,n 3, 4,n? ..:() 


- fo erhält man diefer Annahme gemäß NETT 
— Sean) +b—N'4 Aa) 
| : + ... 
daher gibt die Gleihung a) 
eat —— —* +b ie (n— 1] 
A, In. — (n— yet +A,ln ’—(a—1) IL. 
entwicelt man aber bie darin vorfommenden Binomien, 


und behält diejenigen Potenzen von n, welche in dem 
Ausdrucke e) erſcheinen, fo findet man 


J F —— EI 
a A ()* 3, (<) 001 
| _ı, [ Fu +7 8 ..4 
Al ge + pm Lie ] 


—A,[ ze) 7, ru) ug: Ju ff 


ordnet man diefen Ausdruck nach n, und ſetzt nad, (107) 
die Koeffizienten gleicher Potenzen von nm gleih Null, 
fo erhält man die Gleichungen: . 


a(r+1)=1, br—ya(r+i)r=o, woraus a =..,b=4 
folgt, übereinfiimmend mit ber Gleichung v) : ferner wird 





ı.. 


—— 


— — — — — 


⸗ 


. Summirung der ‚Reiben, 274 


eh )- —F— | 
Te 
(rl) 
F —4,(', —— 


& ift leicht einzuſehen, daß der Binomialkoeffizient im 
letzten Gliede der gemeinſchaftliche Faktor aller vorherge⸗ 
henden Glieder deſſelben Ausdruckes iſt: hebt man ihn 
Yeraus , und berückſichtiget bie Werthe von a und b; 
fo ne man 


NIRRNEREROFERNOFERENG) 


NEN ——— 
man nennt die i in die ungeraben Sinomialloeſfizienten und 
in die Glieder der Reihe 2,2, 3, 4, a; ... mulfiplis 
sten Zahlen 

— jo zu — or 88 En? a, 23538, 4 4 


von ihrem Erfinder Bernulli, die Bernullifhen 
Bahlen. Sept man dieſe Werthe im Ausdrucke E) fo 


2 
rn 





ehält man 
r ar 
Sı = tr: zn + 1 m le 
5 
0 u >» + . Pr 
Vergl. 3. I. 502, | 5 Br 


⸗ 


"290, Ein anderes Berfahren, durch welches bie 
Summe mehrerer Reihen gefunden werden ann , beſteht 
darin, daß man von einer willführlih angenommenen 
«Reihe, Durch ſchickliche Umſtaltungen derſelben, bie uns 
bekannte Summe wegzuſchaffen ſucht. Sei 


⸗⸗ 


72 | —R und Sategral. Reqhauns. 


ad N 1-0 
Ss= — u a-rab’ alſo 

14 1. A um | 
sS-.= = fern uber x +ıs. tor’ bie Differenz 
beider Reihen gibt W ar . | 


1__b bb, 
ur" „ {e+bılar2b) .. 


+er@=D 7 [a+nb] Ho 


Hirn folgt , wegen = —— 
n 1 


| alarnb) = ar)? (CHEF) re .. 





1 
FD Fa DbjleFabj wie oben (286) 
Verfährt man auf gleiche Weiſe mit der Reihe 
1 1 
sarntar DT @+ an“ mes 
fo ne man 


mean) “rem GnazyG: ) 





tr 9) 
Ehen fo folgt aus , . 
a(a+h) ala+ J{a-H2h)-. | 
u 821 Fa tern ben ... 
En _1 a(a+h) FR: (a-+-h\(a+2h) 
u TORE YEETERNIENN Fa" b(b+h).. (b-+Sh) 


BL rer 400) 


291. Aus jeber Reihe die nach ben Potenzen von x 

“  fortlauft, und in welcher Die Koeffizienten von x immer 
fort abnehmen, Laffen fi) unzaͤhlige ſummirbare Reihen 
ableiten. Sei 





uses 
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S=-1-+} x--i2 4404 .. 


Multiplizirt man fie durch eine beliebige Funktion von 


x, etwa durch x— 1, fo wird 
x x? 


+5 3.3737 gr S@-Ns+t, mei 


1.2 
—* für x=1in 
1, 
| 1537 2, ut ar . ..21 wberheht— wie 396). 


m 
tr 


Multiplizirt man dieſelbe Reihe mit x— 1, fo ei 

man 534,* 1154 y+ 4x4 (2 1)$ 
TEE BOT J 

und dieſer Ausdruck * er x? —1=0, verr= 1, 

und x=—1, pie Sehen 


! 


4 1 . ‚ 
15t24” 354 tn z 401) 
4 1 — he — 1 * r.o= 40?) 


1.3 3° —24'35 26 

Ehen fo kann man die angenommene Reihe mit | 
x—1, x —1, (x—1), <—- (2x— Duff 
multipliziven, und die daraus entftehenden neuen Reihen 
ſuchen⸗ | 
292%. Wenn man die Summe einer Reihe, deren .. 
Glieder Funktionen von x find kennt, fo kann man aus 
derfelben mittelft Differenzirend mehrere andere Keihen 
fammt ihren Summen ableiten. So iſt 3 B. 


——E — — Fr 


multipliziert man. beiderſeits mit x", differenziret bann, 
und laͤßt den gemeinſchaftlichen Faltor > a; TI: We ſo 
erhält man 


— n+ (m + J +92: +(mFI)r° +... 
403) 


x 
(d—x)? 


uliles Analyſis, 18 _ 
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74 Differential und Integrab⸗ Mecyiung. 


multiplizivt man dieſen Ausdruck dutch x”, und diff— 
renzirt abermals, fo folgt 
mn  (mtnHi)x, 820 
et ao Fü” 
mn + {mHynHl)x+ (m-+2)(a-H2) x’... 404) 
ein, Verfahren, das fi) mannichfaltig abändern laßt. ' 
293. Die Formel 81) gibt fr y= —xX 


arte the ... 


| multiplisirt man auf beiden Seiten durch dx, und inte: 
grirt, fo ergibt fih nad) der Formel 253) 





1 xdx 
Jack — nun iſt 
xdx 
| — = —de+., alte / erden 
hienach hatman 
1 
Sdx 15” = xl HH) =x+ (1x1). 
und vater 
x2 x3 x+ 


1atrzst3 34 tr“ ‚xtd-n)ildon 405) 


—*5 man auch dieſen Ausdruck mit dx und inte- 

grirt, ſo folgt 
SIxdax + 1—x)dxi(1 —8* 

ix: +ı(1— x 2- -xXMC. 

und da dieſer Ausdruck für x=0 verſchwindet, ſo iſ | 

‚e= =—ı, und baher 

x x* x> | . 

| TEEDETT FT TREE 

=4r 4,1 Ad) 406) 


. x2 x? x? . _ 
| 294. Se yartıtrztrgr or. alſo 
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21H] +5; +5 + .. ‚147 bieß sist 
mar, Ser x ih): ba aber y mit x = 


| 
\ rerſchwindet, fo ift C=o, und daher x=4(1-+y), 
oder e* =1-H-y, mithin y=e” — 1 übereinftimmend 
mit 80) 
| 295. Die Summe y der unendlichen Reihe 
| xzsinm+$3!x’sindm +}! x’sindm+... zu be⸗ 
fimmen ? Dan erhält erftlich 
dy u | 
gi nm rein im, 1x’sin3m-. ; . und dann 
 dy 
l andren 3m +3 1 x? sin 4m + ... alfo - j 
y + —=sinäm+-x(si Bm sim) 3x? (si nAmtsin2in) 
| —1! x? (sinöm + sin 3m) +. on 
| = 2sinm com-+ 2x sinQmcosm + x? ‚sin # 3m cosm 
4 3x⸗ sindmcosm+ .. .. 


1 


* =2com”, baher ift 


Ä I — 2cosm © —_ + y=0, und mit der Differential: 
gleihung (286) Berge , erhält man 
a=1,b=—2cosm, c=1, g=0 ferner 
a=cosmtsinmyY 1,8 gosm —einmy —1. 


Nun verſchwindet y mit x, und = gibt, sin m für x=o0, 


| bat man aus 8 Gleichungen y=Ae” *_LBe® , 
undJ ae "aß zur Beflimmung der Konftanten 


die Steiöungen o=A+B, und 
| | 18° + 


\ 


— — — — — — 
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276 Differential⸗ und Integral: deechnung. 


sı rah=aÄ--HB=A — my 4 Bleosm-in 











A= B= . 
woraus ſich — 1’ -37- — ergibt. Dieß 
zitty el _ ‚Kcosm e xsinnY—1_ eg xst nmy—I 
oder y= er SM in (xsinm) a0) 


Man leſe nach 3. III. 27. und 312. 
Ueber Differential = und Integral⸗ Rechnung können unter 
vielen anderen empfohlen werden: 
Vollſtändiger Lehrbegriff der höheren Analyſis. Yon 
Tobias Mayer. 2 Bände Göttingen 1818. 
| Lehrbegriff der Differentialrechnung. Von D. €. ©. 
: Unger. „ Erfurt und Gotha 1826 
. Die Integraleechnung und ibre Anwendung. Bon 
- eben demfelben. Erfurt und Gotha 1827. 
&. Eulerd vollftändige Anleitung zur Integralrech— 
nung. Aus dem Lat. überf. von. Salomon. 4 Bände. 
Wien 1828 - — 1830. 4 











* u 5 1} u . 5 “ J u . I 
IT R f Y ‘ 
" \ 
[4 
- » E 3 


J, Beftimmung ber Lage eines Punktes in der Edene. 279 
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Die Kurven mit einfacher Krümmung. 


1, Beftimmung der Lage einea Punktes in der 
Ebene 


A(Fig. 2) zwei gerade Linien XX, YY’ gezogen, welche 


einen beliebigen Winfel mit einander bilden, und führt 


man durch einen andern Punkt M, die Einien MB, MG 
> mit den vorhergehenden parallel, bis ſie dieſelben bezie⸗ 


hungsweife in B und Cſchneiden; fo.ift die Lage des Punk⸗ 
tes M in Beziehung auf die Geraden XX’ und IV“ 


völlig beftimmt, wenn man weiß, wie groß bie Gera= - 


den MB und MG find, und innerhalb welchen der vier 
Winkeln, welche die beiden Geraden XX’, YY’ mit 
einander einſchließen, ſich der fragliche Punkt befindet. 


Denn ift MB=a, und MC=b gegeben, und man frägt 


nad) der Lage des Punktes M; fo trage man MB— AC 


29. Denft man ſich durch irgend einen Punkt 


von A nach C und (C, dießſeits und jenſeits ber Geraden 


YY’, und ziehe durch diefe Punkte die parallelen Geras 


— 


vr 


den MM’, MM", hierauf trage man MC= AB von . 


‚A nach B und B’, und führe die Parallelen MM’, MM’, 
ſo erhält man bie vier Punkte M, M’, M“, M“ welde 


den gegebenen Bedingungen Genüge leiften: weiß man 


uun noch innerhalb welchen der vier Winkeln der frage 
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liche Punkt anzutreffen ift, fo bleibt fiber die Lage des⸗ 
felben Fein Zweifel mehr übrig. Die letzterwähnte An- 
gabe wird am einfachiten durch die Zeichen + und — 
zu Stande gebracht, welche man den Geraden MB, MG 
vorfegt: denn es verhalten fich die Geraden MB, M’''B, 
und MC, M’C wie entgegengefeßte Größen ; wenn man 
daher bie oberhalb. XX‘ und. die.reht5 von ZXY’ gezoge⸗ 
nen Geraden CM, BM als pofitiv betrachtet, fo muß 
man bie-unterhalb XX’ und links von ZY‘ liegenden Ges 
taden, wie M‘C, M“B alö negativ annehmen. 


297. Man nennt bie beider Geraden XX’, YY' 
auf welche die Lage eines Punktes oder eines: Syitemd 
von Punkten bezogen wird, die Koorbinatenaren, 
fhren gemeinſchaftlichen Durchſchnitt A den Anfangs 
punft oder Urfprung der Koordinaten, und 
ben Winkel JAX, den fie einfchließen, den Koor di⸗ 
hatenwintel. Die Geraden MB, MG welche die 
Lage eined Punktes M beflimmen, heißen deſſen Koor— 
dinaten und werben beziehungsweife mit den Buchfta- 
ben x und y bezeichnet : daher nennt man aud) die ihnen 
parallelen Koordinatenaren die Aren der x, Aren 
der y: inöbefondere heißt jene, die Abfeiffenlinie, 
oder Abfciffenare, diefe hingegen die Ordin a— 
tenare, fo wie die Koordinaten feldft auch mit den . 
Namen: Abfeiffe, Ordinate unterfchieden werben. 
Iſt der Koordinatenwinfel cin rechter, fo nennt man bie 
zugehörigen Koordinaten recht winklig: welde in 
ber Kolge immer anzunehmen find, wenn nicht das Ge: 
gentheil ausdrücklich erinnert wird, 


298. Diefen Bezeichnungen gemäß bat man, bie 
Gerade XX‘ zur Abfeiffenlinig angenommen, und 





- — — 


\ ü 
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'MB=a, MC=b gefett, für ben Punkt 
M 


x=ta,y=-+b | \ 
M’ x=-ta ‚,y =—h 
M', x=—-a,y=-—bh 
M'“ x=—a, y=-b 
und man fieht, wie durch ‘die gegebenen Koordinaten 
eines Punktes M,x=a, und y=b, nebft dem Vor⸗ 


zeichen derfelben , Die Lage des erfteren von allen andern 
Punkten in des Ebene hinreichend unterfhieden wird. 


Befindet fich ein Punkt in der Are der x ſelbſt, 


ſo iſt feine der Are der y parallele Koordinate =o, und 





feine Lage erhellet dann aus den Gleichungen x= +a, 


_ y=o, wo dad obere oder untere "Zeichen zu nehmen 


it, je nachdem er rechts oder links der Geraden YY' 
befindlich if : liegt er hingegen auf ber Are der y, fo 
ift feine der Are der x parallele Koorbinate =o,. und 
man hat dann die Gleihungn x=o, y=+b, wo 
das obere oder untere Zeichen gilt, je: nachdem er ober= 
halb oder unterhalb von XX’ Tiegt. Für den Anfangds 
punkt der Koordinaten felbft hat man bie Gleichungen | 


ı=0,y=0. 





299. Außer den rechtwinkligen Koordinaten find 
noch Polarfoordinaten im Gebrauche, weil fie der Rech 
nung nicht felten eine einfachere Geftalt ertheilen. Be⸗ 
zieht man die Lage eined Punktes m auf eine fire Gerade 
AX mittelft der veränderlichen Geraden Am=r, und 
deö zwifthen beiden eingefchloffenen Winkels mAX—v, 
fo heißt AX die Are, x der Radiusvektor und v 
der Neigungswinkel, und die beiden lepteren fühe 
ven den Namen, Polarkoordinaten. Man fieht 
leicht, dag man beide Koordinaten ald pofitive Größen 
betrachten Tann, wenn man nur ben Neigungswinkel 
aller Werthe von o bis 277 fähig fein läßt: fo wären für 
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den Punkt m’ die Polarkoordinaten Am’—r, unb ber 
erhabene Winkel m AX=v. ” Fe 


/ 


II, Transformation der Koprdinaten. 


300. Die Lage eined Punktes M (Fig. 3) fe 
burch die Koordinaten MB =zy, und AB=x, beren 
Koordinatenwinfel XAY=« ift, gegeben, man ſucht 
deffelben Lage in Beziehung auf die Koorbinatenaren 
A’X', AT! welche den Winkel X’AY' = 8 einfchließen? 
Die Abfeiffenlinie AX fchneide die neue Abfciffenare A'X', 
wenn beide gebörig verlängert werden im Punkte G uns 
ter dem Winkel X'CX =y; man ziehe MP parallel mit 
A’Y', fo find A/B und PM die zu beflimmenden Größen, 
ferner ziehe man durch A. und B die Linien AD, BE zu 
A’X'’,.BD aber und AQ zu A'Y‘ parallel; fo ift 
BAD=EBA=y, ABD=-EBD—-EBA= B—Y, 
MBE = MBA — EBA — 180° - a—y, endlich 
BME = 180° —MBE— MEB=o-Fy—ß, und bie 
Dreiecke ADB, BEM geben folgende Proportionen ; 


sin anal, Ps sin Bant, BD. 
sinß sin y 


_sinABD) . 
sin a AD 


sinBEM] . "y= Bar € E 
sing VS sinlary)f" 
sin BME 
=. :B 
 sin(e+y—ß) . 
‚hieraus folgt 


BD — —— ME rer) 


in ! sin.ß N 
AD= Keine —n ‚ BE= ysin(o-+y—8) X 


sin ß | sin nß "7 Tal, 


4 


b 
. 
F} 
u 





m, Transformation dev Koyrbinaten. | 1 


Bezeichnet man die auf die neuen Aren bezogenen Koor⸗ 


dinaten des Punktes M mit x’, y’, und bie Koordina⸗ 
ten bed Anfangspunktes A mit a, b; fo find 

y=-MP’= ME-+BD-+AQ= 

BERZL (a+y)+xsiny und 

sin | 408) 
x’ —A'’P =AQ--AD—BE= | | 

x sin (d—y) — sin (e+Y—P) 2. 
Ar sin ß] 
bie geſuchten Koordinaten. 
.Fällt die neue Are der x’ oberhalb AX, fo erhalt 
der Winkel y einen entgegengeſetzten Werth, wodurch 
zwar deſſen Sinus nicht aber der Koſinus ſein Vorzei⸗ 
en ändert, | \ 


301. Sind beide Koordinatenſyſteme techtwinkiig, ſo 
hat man a=ß=W, ao 
sin (ut) = 0087, sin(B—7) = cosy, und die ge 
fundenen Formeln geben dann] 
yY=b+ycosy+xsiny, x —a +xcosy-ysiny, 409) 
und int Kalle die Are der x‘ innerhalb des Koordinaten⸗ 
winkels XAY fällt, wird 
y=bhb+ycosy—xsiny, x za +xcosytysiny. 
Soll endlich bloß der Urfprung der rechtwinkligen Koor⸗ 
dinaten geändert werben, und bie neuen Axen den vori⸗ 
gen parallel laufen, fo hat man y=o, mithin 
y=b+y,“=a}+x, un umgekehrt 42410) 


J= =y’ —b, era 


302. Bezeichnet man dic rechtwinkligen aoordina⸗ 
ten eines Punktes m (Pig.2) mit x und y, und bie 
Polarkoordinaten deffelben mit x und v,. fo bat man - 


u offenbar. 


28? * Pie Kurven mit einfacher Krammung 


xAD Am. cosm AD r cosv 
y=mD- Am. sinmAD=rsinv | 
= Am=Y(AD° + Dm)=Y (ar +77) 


 4emAD=: =. onach we I — 411) 
8 5V x’ ſi ach sin Tr V (x?+y?) 

y 
— Very endlich v=arc. tg 2 
wodurch jeder Ausdruck zwifchen rechtwinkligen Koordi⸗ 
naten x, y in einen gleichgeltenden ſich auf Polarkoordi- 


r, x beziehenden Ausdruck, und umgekehrt dieſer in 
jenen verwandelt werden kann. 


cosv=- 


303. Eine Gleihung für irgend eine Linie heißt 
der Ausdrud, aus welchem die Lage eined jeden ihrer 
Yunkte in Beziehung auf eine der Lage nach gegebene 
Linie, nämlich die Abfciffenlinie oder Are, hervorgeht. 
Snöbefondere heißt die Gleichung, eine Koordinaten- 
gleihung, wenn fie für jeden beliebigen Werth der 
Abfciffe die Größe der zugehörigen Ordinate angibt: hin- 

gegen eine Polargleichung wenn fie für einen beliebigen 
Neigungswinkel den zugehörigen Radiusvektor liefert. 


304. Eine krumme Linie heißt eine Kurve mit 
einfaher Krümmung, wenn durch alle ihre Punfte 
eine Ebene gelegt werden kann: hingegen eine Kurve 
von doppelter Krümmung, wenn ihre Punfte 
in verfchiedenen Ebenen gelegen find, 


Zufammenhängende krumme Linien find 
ſolche, deren Kauf durch ein beflimmtes Gefe& geleitet 
iſt, mithin durch eine Gleichung ihrer Koordinaten aus⸗ 

gedridt werben kann. Unzufammenhängende 
krumme Linien nennt man ſolche, welche entweder 
nach keinem beſtimmbaren Geſetze verzeichnet werben, 
oder aus mehreren krummen Linien, wovon eine jede 
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einem anderen Geſetze in ihrem Laufe unterworfen- ft, 
beftehen. 

305. Die zufammenhängenden Frummen Linien un: 
terfcheidet man in algebraifche, deren Lauf durch 
algebraifhe Funktionen ihrer Koordinaten angegeben 
werden Eann, und in transcendente, deren Koot- 


dinatengleichung Logarithmen oder goniometrifche Funktio⸗ 


nen veränderlicher Größen enthält. 

Die, algebraifchen krummen Linien unterfcheidet man 
nach dem Grade der Gleichung, durch welche eine krumme 
Einie dargeflellt wird, in Orbnungen: ift alfo bie 
böchfte Erponentenfumme von x und y eines Gliedes der 
geordneten Koordinatengleichung gleih n, fo heißt die 
zugehörige Frumme Linie, eine Kurve der nten 
Ordnung. Diefe Unterfheidung der algebraifchen 
krummen Linien fügt fih auf der Eigenſchaft, daß in 


allen Formeln, welce bie Verwandlung der Koordinaten 


zum Gegenftande haben, bloß erfle Potenzen der Köordi⸗ 


naten vorfommen,, daher der Grad einer Koordinaten: 
gleichung ungeändert bleibt, man mag die zugehörige 


Kurve auf jedes denkbare Koordinatenfyftem bezogen 


haben, oo. 
III. Linien der erften Ordnung. 


306. Die allgemeinfte Sleihung für Einien der 
erften Ordnung iſt 4y 4 Bx * C=e, woraus folgt 
B C B C 
y=-. y fest man nun ==, 7= —b, fo 
erhält man die einfachere Gleihung y=ax+b. 


b ’ 
Für y=0v, folgt mon, verfegt man alfo 


⸗ 


den Anfangspunkt der aoordinaten um die Größe rüd- 


234. Die Kurven mit einfadger Krümmung. N 


waͤrts, fo erhält men die Gleichung in ihrer einfachften 
Geſtalt y=a(x— 5), nämlich y=ar’, wenn bieneue 


‚ Abfeiffe x—. mit x’ bezeichnet wird; fonad) find bei 


ben Linien ber erften Ordnung die Drdbina 
ten den Abfciffen proportional, eine Eigen. 
ſchaft die bekanntlich der geraden Linie zugehört, die 
daher allein die Linien der erſten Ordnung bildet, Um 
die Lage der geraden Linie, welche durch die Gleichung 
y- ax-+-b vorgeftelt wird, zu beftimmen ,‚ errichte 
man im Anfangspunkte der Koordiuaten A (Fig.#) eine 
Senkrechte AB=b, weil se Steichung fürx=o, y=b 





gibt, mad)e ferner K=—; ; fo find B und C die ber 


gefuchten Geraben zugehörigen Punkte, durch welche ſofort 
die Lage derſelben vollſtändig beſtimmt iſt. 


307. Set BM eine gerade Linie, deren Lage in Ber 
ziehung auf die Koorbinatenaren AX AY, die den 
Winkel XAY= a einfhließen, durch eine Koordinaten- 
gleihung dargeftellt werben fol. Werlängert man bie 
Gerade bis fie der Abfeiffenlinie in C begegnet, und febt 
den Wintel MCX=ß, AP=x, PM=y, J 
fo hat man im Dreiecke CMP 

sin CMP „ sin MCP J: PM 

sin} . sin ß url’ af 

_(@+k)sinß 
oder y= ink B) 
Bei rechtwinfligen Koordinaten wird «=90°, alfo 
MR _ (x+k)isß 
WVergleicht man dieſe Gleichung mit ber allgemeinen 
ymex-hb, fo folgt a=tsß und b=k.tgg —=AB; 
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daher ift bei rechtwinkligen Koordinaten in 











 yYmärıb, yi=ar' 4b, daher 
y—y'"=a(z—x”), ober a= 


der allgemeinen Sleihung y=ax+b, a 
gleich der Tangente des Winkels, den bie 
gegebene Gerade mit ber Abfeiffenlinie 
bildet, und b gleid ber Normale im An— 
fangspunkt der Koordinaten. 

308. Geht die Gerade durch den Anfangspunft 
der Koordinaten , fo iſt k=o: alfo ihre Gleihung “ 


7* „me ‚ und bei rechtwinkligen Koordinaten | 
- sin(&—ß) 
y- =xisß=ax. . 


Die Gleichung y=x, gilt für eine (Gerade , welche 
durch den Urfprung der Koordinaten geht, und bie Ab⸗ 
ſciſſenlinie unter einem Winkel von, 45° ſchneidet, weil 
11, für 4 den Werth 450 gibt. 

Die Sleihung y=b gilt für eine Gerade, welche 
in der Entfernung b der Abfciffenlinie parallel Läuft, 
weil wenn in der Gleichung der Gerader y=ax-+-b, 


ax gleich Null ift, fo mug a=tgß=0, alſo ß=o fein. 


Da 530° =ıY 3 ift, fo hätte eine Gerade, bie 
im Urfprung der Koordinaten Die Abfeiffenlinie unter 
einem Winkel von 30° durchſchnitte die Gleichung 

12*X1/3 

309. Soll die Gleichung y=ax + b einer Gera⸗ 
den angehören welche, durch zwei Punfte geht, deren 
Koordinatgn x’ ‚y',undx”,y’ find, fo erhält man Die Ber 
dingungegleihungen 


u 


Y , und die⸗ 


wu 





fen Werth ftatt a fubftituirt, erhält man 
—_ vi Urt __ 
WII, ; daher iſt bie 


xt —x' x — 


b=y'—x 
geſuchte Gleichung 





. . s . r 
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ap xy Hart | 
- II, I TI 49) 
x'—ı . 
zieht man beiberfeits y’ ab, fo erhält dieſe Gleichung d die 
einfachere Form 
— 





76x —x*), auf welche man un- 413) 





y-y'= 
mittelbar * eine leichte Elimination gelangen kann, 
wenn man von den Gleichungen 
e)y=ax-+-b, 6)y'=ax'+b, ,) y' art, 
y) von 4), und 8) von «) abzieht, fo erhält man 
ö)y —y"'=a(x” — x"), und e) y—y=a(x—r) 
. und den Werth von a aus d) in s) fubftituirt. 
Die Entfernung der beiden. Punkte M, M’ zu fin 
den bemerfe man, bag im rechtwinkligen Dreiecke MM'G 
’ Ben =Y (MG? + M'G2) alfo 
=V (@"— x)? +(y" —y')°) fei. a) 
310. — Geraden, deren Gleichungen 
y=axıb, y=axz-+b. 
fin, follen fih in einem Punfte ſchneiden, man jucht 
deſſen Koordinaten x, y. 
Da jede derſelben durch den Durchſchnittspunki 
geht, fo hat man ſowohl y'=ax’+b, als auch 
y⸗ a⸗x +b’, daher 
ax“ 4Bbax -bund hieraus 


24 
—N 


x* 





— und wenn man dieſen Werth 


Rat a x’ ſubſtituirt, erhält man 


Br „_ab—ab u 3 
rer 1) 


Iſt p —b“, fo hat man x0, y'=b, baber 
der gefuchte Durchichnitt im Punkte B der Normale AB 
liegen wird ; iſt hingegen a=a’, fo find die Werthe 
für x um y’ unendlich groß, und 88 gibt feinen 





\ y 


1) - PR ner | 
— — = 
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| Durchſchnitispunkt derſelben; da aber gleiche Tangenten 





auch gleichen Winkel zugehören, ſo müſſen die Winkel die 


- jede der beiden Geraden mit ber Abfeiffenlinie bildet, 


einander gleich, mithin Die Geraden zu einander paral⸗ 
lel ſin. — 
311. Sei 7 der Winkel, den beide Geraden in 
ihrem Durchſchnittspunkte einfchliegen, und &, a’ die 
Winkel, welche diefe Linien mit der Abfeifjenlinie bilden, 
fo iſt offenbar V — daher 
tt — ts 
14 ts . te c 
a=tga, und a =tgza' (307), ſonach wird 


tgV = tg (— ea) = nun iſt 


V = Iran 416) 

Da sinV Sm) ift, fo erhält man hieraus 
a— a’ | 
sin Y= = und 417) 


am ‚ wird endlich 


1-+-.aa’ \ 
| Vare)arım) 49 
Nennt man 8, P’ die Winkel beider Geraden mit ber 
Axe der y, fo bat man 

10 AM 1 
——l — 
Verse) Vdra) J "var 


N sin ak : 7apey = Sag 
daher gibt obiger Ausdrud für cos V die Formel 
cos V= cosa. cosa’-+cosß. cos ß' 419) 
312. Beifpiele a Welchen Winkel fchließen 
die Geraden, deren Gleihungen y=ıxY3—5, und 
y=ıxyY3+7 find? Manhata=ıY 3, a =ilV, 


wegen cos V = 


cosV= = 


cooa= 


i 


- —— — — 
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alſo a — a’= *g, und 1 +tadi=; 2, daher 
ı Y/3=t330°. Die Koordinaten bei 





A — a’ 
— 7* 
1 + aa’ | 
Durchſchnittspunktes ergeben fi) nach (310) , 
Pt, “=7V3, y=7V3 
b Man fucht die Gleichung einer Geraden, bie 
mit der gegebenen, deren Gleichung y= (2 —_Y3)xH 
ift, einen intel von 45° macht? Setzt man in der Glei⸗ 


a“ 
* —arı tV=1, und a — 2— v3, 


. fo ergibt ſich nach einer leichten Rechnung = —ıV >. 
313. Sind beide Linien parallel, fo hat man Y=o 
alfo a= a’ übereinflimmend mit (310). Sind fie aber 
zu einander ſenkrecht, fo ift C= 90° mithin cosV’ =, 
"daher die Bedingungsgleichung 1+aa’= 0, woraus folgt 


s ’ 1 r . .e. . 
.=—=. 3. B. Die Linien, deren Gleichungen 


y-%ık, y-—ix find, durchſchneiden ſich im An⸗ 
fangspunkte der Koordinaten unter einem rechten Winkel. 
314. Führt man auf eine Linie, deren Gleichung 
y=ar+b, durch einen Punkt, deſſen Koordinaten 
x', y’ find, eine Senkrechte, und bezeichnet mit x", y“ 
die Koordinaten ihres Durchſchnittes, und mit L die 
Länge dieſer Sentrechten ; fo ift 414), 
- Lay (a C 0) + yryıe) 
Da nun die gegebene Gerade durch den „Durchfchnittd- 
punkt geht, fo ift ihre Gleichung y'’ ax + br, um 
da die Senkrechte ebenfalls denſelben Punkt trifft, nad 
(309 und 313) 


1 
y“ _ y=—-  (x” — x); 


dung zV = 


man kann aber bie Sting y ax“ 4. b auch ſo 
alſchreiben J 
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imma") —y’+axcb, mithin if 

| | 1... 

ax’ — x)— y'tar -b= — 2 (a—x'), daher 


. @t— (a4 2)=y—ax—b, ober 


u_ ı_ a(y' —ax’—b) 
ı" _— ı’ = ⸗—— * = ak 
"y '—y! * — ar): =— k, mithin nach 
44) L= V (2k’-+-k)=kyV A + a2), oder: 
y’—ax’—b. —— u . 
L= Vare). Far) - 420) 
beide vorhergehende Gleichungen gehen. ai, Tr bie 
Koordinaten des Durchſchnittes BE 
vn ayi-r—ab -,; ;a’y/-pax! ib 


4a. 19.7 4-3: .-. 221) 


zur Abkürzung, alfe 


IV. Polygonometrie und Trigonometrie, 


| 315. Zieht man in dem Polygon ABCDEF... 
(Fig. 5) die Geraden BC’, CD!, DE’ u. f. f. mit: einer 
beiebigen Linie AX parallel, und darauf die Seukrechten 
BB’, CC’, DD’ u. ſ. f. und bezeichnet die auf einander 
folgenden Seiten des Polygons mit den Buchflaben 
a,b,c, d. .v. hingegen. die. inneren Vieleckswinkel 
mit A,B,C, D ... ſetzt man. endlich die Hülfslinien 

M'=x, BC’ =x,,0D'=x, 

. BB’=y, CC'=y,, DD: — ef 
und die Winkel 

CBC'= 8, DCD'=y, EDE’ * me. hat man 
offenbar x =acosAn y \asınA 

x,=bcosß, a 
2,=0c0s7, y Bsiny u. ſ. f 
Kuliks Analyſis. 19 











‘ 


woraus folgt : 


nach (131) 


2 ns 


. Ä 
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es ift aber B= CBC! 4 C’BB/-HABB', und wenn man 
den voten Mintel mit R bezeichnet, 
B=8+R+(k— —A), und eben fo 
. 0=y+HR+R—). 
' D= srRrA—N uf. r 


B=A+B- —2R 
y=ß+rC6—2R= AHB+C-ER 
ds=A+B+C+DHR u ſ. f. und weil 


sinß=sin(A+B—2R)= _ sim(Ä-tB) 
- csß=—cos(A-FB) : . 
‚sind=--sin(A+B-++-C+D) | 
csd=—cos( A-B--C+-D), fo ift : .. 
‚„=—boos(A+B), yı = — hsin(A-+B) 
= —doos(Aa+B-+C+ D), y= —dsin{A..D 
ff 
Iſt aber ein Polygon ein geſchloſſenes, ſo, daß der 
Endpunkt der letzten Seite zugleich dem Anfangspunkte ber 
erſten Seite entſpricht, ſo ſind die Koordinaten deſſel⸗ 
ben Punktes Null, und da dieſe beziehungsweiſe aus 
den Stücken x, Kr X X +++ und J, Yır Je Yo 
beftehen ; fo Hat man . 
X +X, +, +... =oum 
y+yı ty. Fys tr... >=0o, oder wenn: man bie | 
vorhergehenden Werthe fubftituiret, u | 
acosA—bcos(A-+-B) + 0cos (ABO). .0 42) 
asinA—bsin(A-H-B)-+esin(A+B-HC)—...=0 423) 
316. Bei einem Dreiede hat man A+-B-+C= 2Rı | 
und beide Gleichungen gehen in Folgende einfade | fiber 











anB + sin _b+e sinB—snG b—c 
a 


I 
u} 
_ 
ı > 
— 


⸗ 
° 
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Dreiecke übleiten laſſen. Gewöhnlich bezeichnet man bie 


Winkel eines Dreieckes mit A, B, C und die gegens. 


überftehenden Seiten nach ber Ordnung mit a, b, c; 


dann tritt an die Stelle von ab c 
bie Größe c a b; daher geben obige - 
Gleichungen 
ccosA+acosC—b=o*«) 
csinA—asinc=o ' BP) 
die letztere Gleichung gibt unmittelbar 
snA a 








m und auf analoge Weife iſt „ j 424) 
| sinB b sinB_ 
since N snA a 9 


dividirt man aber 8) mit a), fo entfkebt 


asinG 


Erhebt man nım «) und 8) zum Quadrat, und ſetzt in 
ber Ießteren Gleichung 1— cos? flatt sin?, dann aber 


den Werth von c? cos? A aus ber erflexen biefer beiden u 


Skihungen in die zweite, fo folgt 

. .e?=b?—2abcosC-Ha2, 426) 
Endlich erhält man aus der Gleichuug y) 
sinB-tH- sin C _bre sinB— sinC _b —c 
sn et Tine 7° 
und wehn man dieſe Ergebniffe mit der Gleichung J 


wutiplizirt, ſo wird 








14 
sin A a sin A / od r 


> Asiny (BHO) cos (B O)_ b+e 
sin A a 
2cos3(B-+C)sing (B—C) _ b—c 
sin A a 
Alein es iſt B+ C=2R—A, alfo 
19 * 


-—, 





S 


495) 
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siny(B+C)=cosyA, cos4(B-HC)=simyA, 
hiedurch verwandeln fich die beiden Steigungen, da 
sınA=2sinyAcosyA ift, in 
cos B—C) —* und an a) 
siny A | 
sins (BO) _ bo J 
317. Dit Sitte biefer- Formeln wollen wir nun 
die unbekannten Stücke eines Dreiecks ſo zu beſtimmen 
ſuchen, daß die Rechnung mittelſt Logarithmen dann 
verrichtet werden, und hiebei die Ergebniſſe möglichſt 
genau ausfallen. Wenn von einer Seite oder einem Win⸗ 
kel, ohne Beiſatz, die Rede iſt, ſo ſoll darunter immer 
die gegenüberſtehende Seite, und der gegenüberſtehende 
Winkel verſtanden werden. 


Die Steigung 424) gißt =. =. 0, und. 


| C 
sin A= F : mittelſt welcher. ¶ Zormeln man and 





zwei Winkeln und einer Seite , die andere Seite, und 
aus zwei Seiten und einem Winkel den anderen Winkel 
des Dreiecks beſtimmen kann. Iſt A nahe 90° gleich, 
ſo fällt die Beſtimmung deſelben aus der zweiten gorme 


= 1gx=00s J 





ungenau aus, man ſetze bann - 
und beflimme die Winfel x, und ydiefer Sleichung ge⸗ 
mäß, oder abe weil nad) 178) 


—* 
eng tan gr 


wegen 170) t y = ie (45° — x) aus, mithin hat man 
sinA=cos?2y, oder A=M° +?2Yy. 


- 
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u si; Aus der Gleichung 425) erhält man 
ig A(b — a cos C) =asinC, oder wegen 144) . 
bsinA—asin AcosC=asinCcosA;dlfo 
bsinA= asin(A-+C), und hieraus “folgt: : 

- Wein 5 snA+C bsinA 
= Ar6 b „or ) sin ArQ)=-77: 
die erſtere dieſer drei Formeln gibt eine Seite ded Dreiecks 
aus zwei Winkeln und der Zwifchenfeite, Die zweite For⸗ 

mel gibt aus zwei Winkeln und einer Seite die Zwifchens 
ſeite, die dritte endlich, aus zwei Geiten und einem 
I Mintel den Zwifchenwintel: man findet nämlid) erſt 
A-+C, und wenn man davon ben bekannten Winkel A 
abzieht,, fo tritt G hervor. Sollte A-+-C nahe 90° 
gleich fein, fo fege man Der genaueren Berechnung hals 
ber — =tgx, und beſtimme y aus der Gleihung 
ty=V ts (45° —x), fo folgt A+C=%W° +?y- 
319. Wenn aus zwei Seifen und dem Zwiſchen⸗ | 
winkel ein anberer Winkel zu berechnen ift, fo feße'man 


- 





rain x, oder wem G>>90° ift, —* —tg?x 
1 dann gibt die Formel 425) 
asinG a sinG R 
wA— — _ i alle 
i5A= ba-ms)” box , und im zweiten Zall 
| asin C a sin Gcos?x . 
= u . Sden ' 
tr = pltg a) — Um noch aus den 


eben gegebenen Stüden die dritte Seite zu finden, feße | 
man in 426) 1— 2 sin? z G ftatt cosG, fo erhält man 


| 
| ca —b? a2 —2ab-+-4absin?,C 








im! 
=(b—a): + ab sin? 4C, und nehme tgx= ey ab 
— b)2 a—b 
an, ſo wird = = e alſo c= cos x 
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Wenn aus zwei Seiten b, c und einem Winkel C 
: die dritte Seite a zu berechnen ift, fo ſuche man zuerft | 


den andern Winkel B mittelſt der Formel sin B * — | 
und dann nach (318) die dritte Seite a= ——— 


320. Um aus drei Seiten einen Winkel zu berech⸗ 
nen, bat man mittelft der Gleichung 426) | 
2 —— 
- I ai „‚, woraus man findet 429) 
R — cos C) 2ab = 2ab—a?—b?-+-0°—=(c-Ha—b) (ea+b} 
fest man nun 1@+-b+0=s, fo ergibt ſich we 


cos6C= 





gen 107) sin 4C = ——S 40) 
und eben ſo erhaͤlt man — 
cosyC „Weeze, alfo . Mi) 


t5;C= ——— endlich wo 


wegen 101) sint= Vene: _ DE 433) 





Die Formeln 430) und 431) Yaffen fich. mit Zazie hung 

ber Gleichung 424) auch aus den Formeln 442) und 143) 

ableiten. Sind flatt der drei Seiten ihre Logarithmen 

gegeben, fo hat man aus 429) für 

a +ts?x)—c? a? — 0°cos? X 
Zab  2abcos?x 





i 


cosX . 
=tgy angenommen wird 





a? dis: ") ___ ac0s2y 
— ee — — — Enns 
cos6= 2 ab cos2?x 2abcos? x.cos2 y #34) 


Solite C fehr klein ausfallen, fo nehme man 
cosG=tgz, und 's u= V tg (45° —z), hiedurch wird 





‘ 1 
8 
N nn 





- ur * u nn EEE J — — 
⸗ 
‘ 
f * x 
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' 1 —t57 4 — ts? u 
;u= fererer} = alfo ig7 = — =cos h 





cos C cos 2u, und C= A. 

3271. Sol man aus zwei Winfeln und der Zwie 
ſchenſeite die beiden andern Seiten berechnen, ſo hat 

man wegen 427) und 428) 

| 





acost (B—C) ‘ 
b+°= sin A 


et, alfo 
cos} 


| 

eb +)+B- 0), el b-e) 

| * Gleichungen durcheinander dividirt geben 
b—c tsı(B—(C) 





| bre | K a’ woraud 

| tgl, B-0)= =“ RL cot} ı A bigt: man ſetze 435) 
c — cos 
gzeost, dann ift ma-o- — * 61 A 


und wegen 174) ig} (B —()=t5?3X. * A 436) 
Iſt aber c von b nur wenig verſchieden, ſo wird cosx 


ungenau , man feße dann tgx = , w man erhält 


b— — € 
| me ME) nad 270), alſo 
tg, B—O)=tg(X—4ör)cotyA ., 437) 
Mittelſt diefer Formeln findet man daher aus zwei Seiten 
| und dem Zwifchenwinfel den Unterfchied der beiden an 
, deren Winkel, und hieraus ergibt ſich 
B=1[B-O+B—O], C=3[B+Q—-B-Hl, 

endlich die dritte Seite a aud 427) oder 428). 

Unabhängig von den Winkeln B und GC findet man 


b 
die dritte Seite a, wenn man  =igx und in 436) 


oa. 


„3 | 


— 
— 
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% 


ts (BC) =tgy feht, man erhält fo | 
b Ä oo. si / a 

—+Cc —A+tgx= cos xtröinx cös (45 —x)V 2 

C cosX C08X 
und hieburch gibt Die Formel 427) 
u . 4 I m n! v . Br 
| a eis Ring Ay 2 oder auch 438) 
| C0SXcosy . ER — 
a! sin (45°. — X)'cos, AV 2 

— cosXsiny 

u. 


'322, Bei.ginem Vierede it A--B--CHD=4R 
alſo beide Gleichiingen 422) 423) 
acosA—beos(A+B)-+ccos(A-H-B + C) — d=0 439) 

asinA—bsin(A--B)+csin(A+-B+C)=o 440) 
irn welchen die ganze Theorie der Vierede enthalten iſt. 

Für ein’ in'einen Kreis eingefchriebened Viereck ift 
die Summe der gegenüberftehenden Winkel =2R ‚ alfo 

A+C=B-+-D=2R; daher 
acosA—bcos(A+-B)—ccosB—d=o 'c) 
asinA—bsın (A+ B)—csinB=o 

Multiplizirt man «) durch sin(A-4-B), und 8) durch 

— cos(A+B), fo gibt die Summe. beider Probufte 

" asinB— in A—dsin(A -+-B)=o Y). 
Multiplizirt au «) durch cos(A +B) und 4) durch 
sin(A-+-B), % iſt ihre Summe | q 
acosB—b—ccosA—dcos(A+B)=o 0) 
Subftituirt man die Werthe von 
sin (A + B) und cos(A -—-B) 
aus y und d) in «) und 8), fo erhält man] 
(ad + ho) cos A — (ab+-cd)cosB+be — de =o. 8) 
(ad + be)sin A — (ab + cd) sinhb= 0 7). 
Sei zur Abkürzung ab+-cd=g, und ad 4 he — h, 
‘ fo gibt die Gleihung 7) | — | 
hsinA=gsinB ober 





* 





— 
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‚he (1 —cos? A) = g? (1—cos®B), mithin 
. h?cost A=h? — g? (1 — cos?B), und dieſen 
Werth in der Gleichung e) fubftituirt, wird 
Ar—grtismdostB)—mg*oos’B + BgcosB(d®— —b?)+-(de-be)2 
2 — 9? —( 2 —_ .b2)2 - 
2 u Del iſt 
h’—g?—=a°d?+-b2c? +2 abed—a°b?——c2d2 — 2abcd 
=(a? — c?) d?—(a®—c?)b’= (a—0?)(d>—b*) 
fonach hat man 


oder cos B= = 


a2 +b? — (c2 +d?) 
2(ab-+cd) . 5) 


" coB=° 


es ift aber zg1:B= vn und wenn man zur 
Abkürzung wieder 

1@+b+chd=s 
fett, wird 25, B= ee, und und eben fo 441) 
erhaͤlt man bie Zangenten von 

1C,;D,ıA | 

; indem man bie Buchftaben a,b,c, dmit den barauf 
| folgenden vertauſcht. Endlich iſt bie Fläche eines Viereckes 


=YabsinB--1cdsinD 
oder a BF D=2R find 
(ab-+-cd)’gıB 
1-+1g21} 


_ (eb+ed)y (s— a)(s— b) —— c) (s—d) 

(s—a)(s—b) + (s—c)(s—d) 

man bat aber | 

(s—a) (s—b) + (s—c) (s—d) = s? —s (a+b) --ab-+s? 
—s(c+d)-+cd 

= 25? erh +c+ d) Hab-red \ 
—=ah-+ cd ü 
daher wid F=Y (s—a)(s—b)(s—c)(s—d) 442) 


F= 4 (ab-+- cd) sinB= 
| 
| 
| 


—E— 
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— 


In einem Dreiecke iſt d=o, alſo en. | 
F=Y s(s—a)(s—b) (s—c) 43) 


. welchen Ausdruck man auch erhält, wenn man in ber 


Formel F=YabsıinG, ben Werth von sin, Gas. > 
ſubſtituirt. 
Pa 


\, ⸗ Iv. Linien der zweiten Ordnung. 


323. Die allgemeine Gleichung der zweiten Ord⸗ 
nung zwiſchen den veränderlichen Größen x, y, welche 
uns die rechtwinkligen Koordinaten einer krummen Linie 
vorſtellen, iſt 

‚Ay? + Bxy-+Cx® HDy+Exr+F=o 4) 
wo A immer pofitiv ift, hingegen B,C,D,E,Fbe 
liebige Werthe haben. Um die krummen Linien zu be 
ſtimmen, welche in diefer Gleichung enthalten find, Yöfe 
man fie in Beziehung auf y auf, man erhält zuerſt 

Bx +2 Cx?2 +Ex-+-F 





und hieraus . 0 
__Bx+D 
1-77 


ve— &AC)x2-H2(BD — 2AE)x4-D><-4AF]446) 


Das doppelte Zeichen der Wurzelgröße zeigt und fogleich, 
daß im Allgemeinen zu jeder Abſciſſe zwei Ordinaten 
gehören, fobald die Wurzefgröße reell iſt, daß ſonach die 
Einien diefer Ordnung von einer zur Orbinatenare pa: 
rallelen Linie in zwei Punkten gefchnitten werden. Man 


Tann der Größe x einen fo großen Werth beilegen, daß 


für diefen und jeden größeren, der Werth des erſten 


Gliedes unter dem Wurzelzeichen oder die Größe 


(B2 - 440) x⸗ 


\ 
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die Summe ber beiden anderen überfleigt, Dann richtet ſich 
das Zeichen der Größe unter dem Wurzelzeichen nach dem Zei⸗ 
chen des Koeffigienten von x? :ift alfo B—4AC negativ, fo 
gibt es eine Grenze der pofitiven und negativen x, Aber 
welche hinaus die Werthe von y immer unmöglid, find, 
und ba dieſes auch in.Beziehung auf x gift, fo hat man 
in dieſem Kalle eine auf einen endlichen Raum beſchraͤnkte 
Kurve, weiche die Ellipfe heißt. 

324, Iſt aber BE —AAC pofitivo, fo werden bie 
poſitiven und negativen Werthe von x eine Grenze haben, 
über welche hinaus. bie Werthe von y immer möglich 
find: ein Gleiches gilt für die Größe x, wenn man x 
wit y vertanfcht: die krumme Linie hat daher in biefenk 
Falle vier einander gegenüberftehende ohne Ende forte _ 
laufende Aeſte und heißt eine Hyperbel. - 

Iſt endlich B2— 440 null, fo wird für noch fo 
große pofitive x ber Werth von y immer möglich fein, 
wenn BD—2AE pofitiv ift, während für negative x 
die Werthe von y unmöglich werden: das Gegentheil 
findet Statt, wenn BD—2AE eine negative Größe iſt; 
die Kurve erftredt fich in dieſem Kalle nur nach einer 
Richtung ohne Ende fort, und heißt Parabel.. | 

Die Ellipfe, wovon der Kreis nur ein befonderer 
Fall ift, Die Hyperbel und Parabel find fonach die ein- 
jigen Erummen Linien der.zweiten Drdnung ; man nennt 
fie auch Kegelſchnitte, weil 4 wie man in der 
Folge ſehen wird, beim Durchſchnitte eines Kegels mit 
einer Ebene zum Vorſchein kommen. 


325. Wenn man in der Gleichung 444) den Anfangoͤ⸗ 
punkt der Koordinaten in den Punkt verſetzt, deſſen 
Koordinaten g, h find, und die neuen Aren den vorigen 
parallel fein läßt, fo erhellen die neuen Koordinaten 
x, y’ aus den Öleihungen | 
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———— | y=y-+h' 
mb durch die Subkieution diefer Ausdrude wird die⸗ 
ſelbe Gleichung | 
Ay? +-Briy’ 2 Cx'® ‚? 
\ r(@AhHBg + Dyy-HBhH2Gg FE) w ) 
Ahꝰ Beb + lg? --Dh +Eg+F=o : 
Kann man ’die MWerthe ber bis jekt noch unbeftimmten 
Größen g, h, fo wählen, daß die „Koeffizienten von x’ 
sind y’ verfchmwinden, fo nimmt bie letztere Gleichung 
eine einfachere Form an. Diefe Bedingung findet Statt 
wenn man.fegt 2Ah-Bg+D=o 6) | 
.. Bh-+2Cg+-E=o py) . 
Multipliirt man 4) mit.B und y) mit 2A, und zieht die 
Produkte von einander ab, ſo wird 
(B - 4A0) & +BD—2AE=o, alſd 
DAE-—BD - 
‚87 Br _21G 
und dieſer Werth ſtatt g in 4) oder y) —* gibt 
| i 2CD—BE 
J b=7 — | 448) 
Man ſieht daß dieſe Werthe brauchbar ſind, wenn 
B2-A4AC von o verſchieden ausfällt, alſo im Falle der Ellipſe 
oder Hyperbel (323). Multiplizirt man die Gleichung 4) 
mit h, und y) mit g und addirt beide Produkte, ſo er⸗ 
häalt man 
2 (Ah⸗ Beh C0852) -DIhA E = =o, folglich 
Ah®2 +Bgh-+Cg? = — ı(Dh-+-Eg) 
| Ane +CDe—BDE _ 
u 77 Br —4Äc 
und hiedurch geht die Gleichung &) über in 
Ay’® +Br'y' + Cx2--G=o,w G ben Aus: 449) 
druck AK: > GD?: — BDE 
| —4AC 


47) 


+F bedeutet. 
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u 326, * Mn. laſſe nun file bie Gleichung 42) ben 
Ä Anfangspunkt der Koordivdten ungeändert wähle aber 
in der Ebene ber: Koordinaten ein anderes rechtwinkliges 
Syſtem, deſſen Abſciſſenaxe mit jener des vorigen ben“ 
Binfel y bildet, fo hat man, wenn man bie neuen Koor⸗ 
dinaten mit x’, y“ oeutet 
x=x"cosy— y'’siny 
yex'siny-#y cos y. Pr 
und bburch perwandelt ſich die Gleichung 444) in 
(A cos? y—Bäinycosy +.Gsin® y)y”® 
+[2(A—C) siny cosy-HB (cos? y— sin?'y)] x⸗ y 
+(Asin2y +Bsiny cosy +Gcos®y)x"* Kirn, 
+(D cosy- —E siny)y" + (Ds siny + E cosyJx"-+F=0 
| Gebt man, nun den Koeffizienten von y“ gleich Rull, 
naͤmlich 
20 06 siny cosy + B(cos? y — sin?y)=0 
d. h. (A— Osin2y +Bcos2y= 1) 
fo hat man a9 =0o, und Bir u 
i B_ , . 
nr — 5 450 
rm 1-0” 7 BE, 





“.r .. 
ir w 





Wegen 12y= — ft 
Agy=—cot?y +V Scots rt) d. i. — 
. —— — Ba 35 
— — —— 


und die Gleichung 444) verwandelt ſich in 
By": HI + Ky" +Lx' +F=o ” u | 452) 


397.: Die Wevrthe der Kosffizienten A, J bu 
A,B, C auszudrüden , ſetze man dur Abkürzung 
V(a-0,+39)= =M,'alfo 


| on iey= 


—— 





nun iſt 





ı 
- 4 
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1 Hm=Acos y—Banycosy+Csineg 
Seo. zXAmBigy 4-04? ) cos .! tin 
N JA sin? y-+Bsinycosy-+G 008° 


21 F nr —— on 


daher 
A—Bigy+Cig y=M(i+ Gr mi -A4-C)) 


As’ y-+-B tgy+t 2 fe (M— A+ C) —1), und 


Be . et er 
easy BUr-TF6 7 aM. 


tg 0 
320*0) ia "2 
I=jArO ir (anor4 B>) &),_ 
Diefe Transformation der Gleichung 444) in 452) findet 
bei jeder Beſchaffenheit der Koeffizienten A,B,C, 
Statt, fie gibt im Falle B? —4AC=o, in bie ‚vorher 
gehende nicht anwendbar war, M=A + C; Alp-I=0 
d. h. wenn in der Steichung 444) "vie Bedingung 
Statt hat, dag BP —4AC=o, welder Fall fih auf 


t 5 
re 


"eine Parabel bezreht, fo fehlt in ber Gleichung 452) 


bie zweite Poren \ ber Abſciſſe 


V. Beten und. Durchmeſſer dieſer Linien. 


⸗ 


328. Sei B? — AC von Null unterſchieden, und 
es ſtelle die Gleichung 444) ein Syſtem von Punkten 
wie M (Fig. 6) bezogen auf die rechtwinkligen Koordi⸗ 
matenaten AX, AY: man verſetze nun den Anfangspunkt 
ber Koordinaten nach A’,.fo daß 
ABJ_2AE—BD BA’Y 2CD-BE 

= Be —_4ÄQ’ 4 RAI 
ſei, ſo ſind die neuen den vorigen parallelen Axen 





, ‘ J 
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AV, A ſo beſchaffen, daß das Syſtem von Punkten 
wie M deſſen Abſciſſe APX, und Otdinate PM=y’ 
geſetzt wird, durch die Gleichung 9) vorgeftellt werden 
fan. Da nun jedes Glied derfelben ungeänbert bleibt, wenn ' 
man —x' flatt x’, und zugleich — y’ ftatt y’in ihr ſetzt, 
fo nehme man in "ber Axe der x’, bie Gerade AP’=A'P, 
und fenkrecht darauf PM'=PM ſo zwar, daß A/P’ 
md AP, ferner P/M! und BM auf entgegengefegte Sei 
tm der zugehörigen Arm fallen, und man erhält ein 
zweites: Syſtem von Punkten wie M’, had gleichfalls 
verfelben Gleichung. unterworfen il. Die Kongruenz ber 
Dreiede AMP, A’M’P’ zeigt ung ſogleich, daß die Punkte 
M und M’ mit dem Anfangspunkte A’ in einer unb der- 
felben geraden. Linie liegen, und daß fie, vom letzteren 
gleichweit abſtehen, und da dieſes von jedem anderen 
Paare von Punkten gilt, deren Verbindungslinie durch 
den Anfangspunkt A’ geht, fo iſt dieſer neue Anfangs- 
punkt A ſo beſchaffen, daß er jede durch ihn gezogene 
Sehne eines Syſtems von Punkten der Gleichung 449) 
halbiret, wegen welcher Eigenſchaft er ein Mitt el⸗ 
punktt dieſes Syſtems genannt wird. Die Koordinaten 
eines ſolchen Mittelpunktes find bie oben angegebenen 
Werthe von g und h. 

Die Bedingung, daß Be — 4AC von Null: ver- 
ſchieden fei, trifft nun bei der Ellipfe und Hyperbelz 
folglich haben beide Kurven einen Mittelpunkt, deſſen 
Lage von den Werthen der Groͤßen g und h -abfingt, 


329, Löfet man die Gleichung 444) in Bezug auf 
y, und bezeichnet die beiden reellen Werthe von y.mit 
Y. und y,, ſchneidet man ferner auf der Are - - 
Ax (Fig. 7)AP=x, und errichtet darauf fentreht 
 M=y,,F?M'=y,; f find M,'M’ Punkte, Die der 
Gleichung 444) unterworfen find. ‚ und deren Verbin⸗ 
\ 











304 . Die Kurven mit einfacher. — 


dungslinie AM — J. —-y. iR: Haie man Pie Si | 
ne in. N, fo het man] 


67 „El —* nämlich — 


I el: =NP, bie der Abfciffe AP=x 
korreſpondirende Ordinate des Halbirungspunktes Ndieſer 
Sehne MM’: nun iſt bei einer nuch y geordneten Glei⸗ 
chung des zweiten Grades der mit veränbertem Zeichen 
genommene Koeffizient von y ber Summe ihrer Dur 
zein-y,+-y, gleich, fonach hat man 446). 2 

Bx +D 
ty __ 4 ‚ oder wenn man, die Ordinate 





28 
des Halbirungöpunftes N mit Y bezeichnet, 
V- Bxr--D 
2A 


eine Gleichung des erſten Grades, aus welcher zu exſe⸗ 
hen iſt, bag die Halbirüngspunkte ſämmtlicher der Are 
der Y paralleler Sehnen, welche das durch die Gleichung 
444) vorgeſtellte Syſtem von Punkten zuläßt, in.einer 
geraden Linie liegen, deren Neigungswinkel gegen die | 
Abfriffenlinie die Groͤße — 3 zur Tangente hat. Man 
nennt eine Gerabe‘, welche eine Folge. varalleler Sehnen 
eines Syſtems von Punkten halbirt, den dieſen Sehnen 
zugehörigen Durchmeſſer. Der Winkel, unter wer 
chem der Durchmefe LN feine Sehnen nift, hat die 


Bröhe di Kotangente. 


330, Wenden wir das Geſagte auf die Gleichung 

. 452) au, und bezeichnen durch AX', AY’’ die zugehörigen 

Axen; p koͤmmt an die Stelle von A, B, C, D, Ede 
| Werth H,o, I, RK, L 
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daher. erhalt man Y= — 5* Die Gleichung einer Ge⸗ 
raden, welche zut Abſciſſenlinie in dem Abſtande — = 


parallel Läuft, fonacdy wird die Are OX dem Durch⸗ 


‚ mefler, welcher die auf ihr ſenrecht ſtehenden Sehnen 


halbirt, in dem Abſtande — — =. parallel laufen, folglich 
dieſer Durchmeſſer ſeine Sehnen unter einem rechten Wins 


kel fchneiden. Ein folher Durchmefler heißt vorzugs⸗ 


weife ein Hauptdurchmeſſer. 
Berwechfeln wir die Are der x’’ mit jener der y“, 


und wiederholen wir biefelben Schlüße, fo fehen wir, 





dag ſobald BP—A4AC folglih auch J von Null ver⸗ 
fhieden ausfällt, außer dem fo eben nachgewiefenen 
Durchmeſſer noch ein zweiter, auf jenem fentrecht 
fiehender , vorhanden Me beffen Entfernung von Der 


Are der y“ glei) 57 iſt. Beide Hauptdurch⸗ 

meſſer begegnen ſich fenbar in einem Punkte, für 

welchen il u, feßen wir aber 
zT in 


den Ausdrüden von g und h die mit der Gleichung 452) 
zufammenbängenden Werthe, fo erhalten wir für den 
Mittelpunkt des durch diefe Gleichung vorgeftellten er 


ſtems von Punkten, wi Koordinaten‘ 


L 


| g=— 57 h=— * s Baher iſt der Durchſchnitt bei⸗ 


der Hauptdurchmeſſer der Mittelpunkt der Kurve. 


331. Wenn in der Gleichung 444) Be —AAC 


von Null verfchieden ift, fo Fann man beide Zrandfor- 
mativien (325,326) nad) einander anwenden, wodurch 
die Gleichung 444) auf die Form gebracht wird 

Kulies Analyſis. | 20 
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Hy’ + IX? + G=o 46 
wo die Größen H, J aus (327) und G aus (325) be⸗ 
kannt find; und wenn g, h die Koordinaten ded Anfangs: 
punftes des neuen Syftems in Bezug auf das urfprüng: 
liche Koordinatenſyſtem bezeichnen, und y den Winkel 
bedeutet, welchen die neue Are der x“ mit det Are de 
‚ x bildet, fo hat man u 
3AE—BD 2CD—BE 


Sep Idea" 


10y= —6 C)? +B2) 
Bei der Ellipfe ift nun B>— 4AC negativ, oder 
Br <4AC, und man hat 
-Cc 0)? +B? <(A—C)2-H4AC 9. h. 
V(A—Cj +B’)<A+C 
mithin J pofitiv. Die Realität der Werthe von y“ er 
fordert, dag in diefem Falle G negativ, oder 
/ a + Ix''2.—=G fei, woraus 
— )x’'2 


y“ — — — folgt, ein Ausdrud, 


der ſo lange reelle Werthe für y“ gibt, als x’ bie 
,,6 | | 
Größe V 7 nieht überſteigt: für x’ =o fällt be 


Werth von y“ am größten aus, und wird — VE: 


Die Ellipfe hat in diefem Kalle den Anfangspunft 
ber Koordinaten zum Mittelpunfte, und die Aren de 
x’, y’ zu Hauptburchmeffern, von welchen fie in & 
kongruente Theile geſchnitten wird: man nennt die von 
ihr begrenzten Theile der beiden Hauptdurchmeſſer ihre 
‚Hauptarenz bezeichnet man die Hälften derſelben, 


r . 
‘ 
8 
F 





— 
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6 G | | 
namlich/ Ti und Vxr dur) a und b, fo verwandelt 


fich obige Gleichung in 


x’!2 tta . 


332. Wenn V ((A—C)? -+-B?) verfchivinpet, fo 


‚ fallen H und J, folglich auch a und b gleich groß aus, 








— — 


und die Gleichung der Ellipſe geht in 

x“⸗y a⸗ 455) 
ber. Aber U (x"2-4-y2) iſt die Verbindungslinie 
des Anfangspunftes der Koordinaten mit irgend einem 
Yunkte ver Kurve; daher gehört bie letztere Gleichung 


| zu einem Kreife, deffen Halbmefler =aif. Die Bedin⸗ 


gung (A — C+B?=o kann nur Statt finden,. wenn 
B=o, und zugleich A=C ift, ſonach find die Koordie 
naten des Mittelpunktes ded durch die Gleichung 
“Ay?-+Ax? +»Dxı+Ey--F=o 456) 
vorgeftellten Kreifes | 


E D WV 
und fein Halbmeſſer a/ ni wir durch 
a=V (D: — — 4AF) 458) 


Ausgedrüdt. 

333. Wenn hingegen B? — 4AC in 444) poſitiv, 
folglicy in der daraus abgeleiteten Gleichung 453) J nega⸗ 
tiv iſt, ſo hat man 

Hy“ — Jx’!2 + G=o 


42 — 
alſo y'= = + V ——— 


Für x60, wird y * 4 V- ig, woraus erhellet, daß, 
20* 


398 Die Kurven mit einfacher Krümmung. 
‚bie Hyperbel der Are ber y“ gar. nicht begegnet : für 
x'=V7 , wird y”=o; die Are der x’ wird ale 


von der Kurve i in ben Abſtänden +V% biberfei bee 


| grenzt, Bezeihnet man ihre Länge, nei man die 
Hauptare ber Doverbet 1 nennt, mit 2, und Anal 


gie halber die Größe Vz mit 2b, fo gebt die Glei⸗ 
chung! 43) über in | | 


x’? y“⸗ 
It a= p, welches nur dann Statt findet, wenn H =), 

alſo A -—_Cc iſt; fo heißt die Hyperbel ene gleid- 

f eitige, und ihre Gleichung if 

x: —_ y'2—a8 460) 


‚334. Wenn Be —4AC=o, fo ift die Gleichung 
452) Hy’ +-Ky' IX’ H+F=0o 0 


wobei H=A+C, t7=—-VZ 


K= Deoy—Bainy= U ET 


. LeDsiny+ Ber a if. 
Man febe x’ —x + g, y'=y’'-rh fo verwanbelt ſich 
diefelbe in ' | 
Hy’?--(2Hh + K)y' + Lx'’-- Hh: -Kh-+ Lg+ F=o 
und bezieht ſich auf ein rechtwinkliges Koordinatenſyſtem, 
defien Aren jenen der x’ und y“ parallel liegen, und 
deffen Anfangspunft im früheren Syſteme Die Koordina⸗ 
ten g, und h hat. Nimmt man g und h fo, daß 
2Hh--K=o, Hh’ -Kh + Lg--F=o 





— 
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Ke —4HF 


| x 
f ft h= — 5’ 8 — : hiedurch erhält 


obige Gleichung die einfachere Geſtalt 
Hy®--Lx'=0o, welche man, wenn — —* ge⸗ 
ſetzt wird, auch ſo ſchreiben kann | | | 
yt—_pr 461) 
Die beſtaͤndige Groͤße p in dieſer Gleichung der Para⸗ 
bel, heißt ihr Parameter, und der zur Abſciſſe x0 


gehörende Punkt ber Kurye ihr Scheitel. 


(335. Betrachten wir die einfachften Gleichungen 


| für die Ellipfe und Hpperbel 


2 2 
+L=1 und = ı=1 


. / 
foerhellet, daß die eine Kurve in bie andere übergeht, wenn 
man a in —a und bin by —1 verwandelt ; ed koͤnnen baher 
alle für die eine Kurve abgeleiteten Ausdrücke, in denen 
a und b vorfommen, auf die andere übertragen werden, 
fobald man die angebeuteten Veränderungen trifft. Um 


aber die Nerbindung beider, Kurven mit der Parabel 


nachzuweiſen, wollen wir den Anfangspunkt der Koorbi- 
naten ohne Aenderung der Richtung der Abſciſſen- und 


und Drbdinatenare in den Durchfchnittspunft der Abſciſ⸗ 


fenlinie mit der Kurve, welcher auch der Scheitel der= , 
felben genannt wird ,. verlegen. Zu diefem Ende mug 
man, da in beiden Gleichungen ber Anfangöpunft der 


- Koordinaten im Mittelpunkte der Kurven ſteht, ftatt der 


— 


Abſciſſe x in der Ellipſe a — x, und in der Hyperbel 
a+x ſetzen, weil in erſterer Kurve jede Abſciſſe vom 
Mittelpunfte aus gerechnet, kleiner, und in letzterer Kurve 
größer iſt, als a: hiedurch erhält man 

J2 ** 


558 für die Ellipſe und 462) 


310: Die Kurven mit einfager Krümmung: 


2: 
= —— für die Hypetbel J 463) 


wobei die Abſeiſen vom Säeitel | beider Kurven fort: 
laufen. 


F | 
336, Man bezeichne die Größe ? — , melde man 


ben Parameter diefer Kurven nennt, mit p; ſo 
werben obige Gleichungen 


„m, 46) 
y2* pr 465) 


gäßt man nun für ein und daffelbe x den Merth für a 
unendlich zunehmen, p hingegen ungeändert bleiben, fo 
nähert fich der in beiden Gleichungen gegebene Werth 
von y? immer mehr.und mehr der Grenze px, und beide 
Bleihungen gehen allmählig in bie Gleichung der Pa⸗ 
rabel 461) über. 


337. Nimmt man den Mittelpunkt A einer Ellipſe 
(Fig, 8) oder einer Hyperbel (Fig. 9) zum Anfangs⸗ 
punft der Koordinaten, und geftattet der Are der x jede 
beliebige Richtung außerhalb der Hauptare, fo erhält die 
zugehörige Gleichung die Form 

Ay: +Bxy+Cx?+G=o u) 
AE2 + CDꝛ —BDE 
‚ wobei G=F-+- —— — 4 — 
iſt, und alle auf.die Abfeiffenlinie OX fenkrechten Seh: 
nen, wie MN, mn, werben von einer durch O gehenden 
Geraden qQ halbirt, deren Gleichung 
Y =— X X v) 
iſt. Macht man nun Op=OP, fo werden bie in den Punk: 
ten p, E auf entgegengefegten Seiten der Abfeiffenlinie 
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errichteten Ordinaten pn, PM einander" gleich fein, weil 
ber Gleid;ung ge) Genüge.gefchieht , wenn man in ihr 


—x ſtatt x, und —y flatt y fest: da nun rO=pq, 


it, fo bat man 

woraus hervorgeht, bag die Sehne Mm dem Durchmeffer- 
0G parallel lauft, und von ber. Are der y in S halbirt, 
wird. Es iſt klar, daß dieſes von jeder der OG paral« 
lelen Sehne gilt; daher find OG, OT zwei Durthmeffer 
der Kurve, deren jeder die Dem andern parallelen Seh⸗ 
nen in gleiche Theile abtheilt. Man nennt fie koniu 
girte Durchmeſſer. 


338. Bezeichnet man die Hälften OG, or zweier 


| fonjugirten Durchmeffer einer Ellipſe durch m und n, fo 


hat man fürx=0, y=n, alfo gidt die Gleihung u) 
N G 2 


n? = —— 


“A 


Es feink,l die. Koordinaten des Punktes G, fo gibt 
dieſelbe Gleichung | 


Alz +Bkl-+Ck? +G=o 


und weil G in der Geraden OG liegt, die Gleihung ») 


vr 


= rk, daher ergibt fih dutth Verbindung beider 


Gleichungen | Be 
Ki _ il 1» BG: — 
=B:_4AC "  Al(Be—4AC) 
Es iſt aber m — ke 412, folglich 
G (4 A? -+-B?) 
. w= Be a0 
ferner iſt | 
G 
a? =, be ⸗— 7, und nad (327) - 
H=4(A+C)+3M, J=3j(A+C),—;M 
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G(H+D. 46A+0) 
9* 


daher a en Sp 





G(A+C 
ud m Ln2 nn 2 m alſo 
a: + b? m n⸗ 466) 


oder Die Summe ber Quadrate zweier Eon 


jugirten Ourchmeſſer ift eine ko nflante | 
Größe. 
| 359. Der Winkel EOG—«, unter welchem fich 
die Öonjugirten Durchmeffer Zm, 2n fchneiden, macht mit 
vem Winkel GOX unter: welchem der erflere gegen die 


Are der x geneigt iſt, einen rechten aus, und der letztere 


hat — 3 zur Tangente (329) folglich ift-diefelbe Größe 
=cota, und hieraus folgt. 
2A . 46 
TTA 775 undm⸗ n? sina=— 5 
aber es iſt auch | | 
abet _®_ _ a0 
U HJ 5 Ac 
daher hat man mnsina= ab 467 
d. h. das Rechteck aus zwei zuſammenge höͤ— | 
rigen Durdhmeffern einer Ellipſe iſt eben- 
falls unverändertih. ı 
‚340, Die Gleichungen 466) und 467) geben a und 
b wenn man m, n und «a Eennt: durd Addition und 
Subtraktion dieſer Gleichungen erhält man fogleich 
. a+b=Y (m? F2mnsina--n?)=k 
und a— b=Y (m? — mnsing--n2)—=k - 
und hieraus a=$(k+-k),b=;(k— kr, 
un. 2. 4 i 
De sine=— VOR}, ft, fo erhält man 


——— 


sina—— 


cos = 


V (@A:4B>) ‚und hieraus. 








v . 
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4AB 
442Bæ 
B?—4A?® 
Ahle Be 
4BG Ä 
B: —4AC 2 
G(B? —4A>) 
A(B®—4AC) 
aG(C—A) 
Be —4AC 
m? sin?« u B 
m2cos?2«e-+n2? A—C. | 
Sei 8 der Winkel, welchen die Hauptare AD=a mit 
der Are der x bildet, fo hat man 450) 


| sin2o= 2sinacosa=— 

| c0s2a = cos? & — sin a = 
folgli m? sin2a = — 

m? c0s2a = 


alfo m? cos?2«a pn? = 


Ä—_ c 12 
num ergänzt ber Winkel AOE—=Y, den Winkel ß zu 
einem rechten, ober es ift 
= R—y, folglich 28=2R—2,, und baber 
1528 =t527y, es befteht demnach die Gleichung 
m? sin?« 
n? cos2& +n2 368) 
mittelft welcher man: die age der Hauptaxe gegen den 
Durchmeſſer n angeben kann, wenn m, n und der Wins 


16z25* 


kel & bekannt find 


341. Für die Hyperbel gelten ähnliche Hormeln, 

nur ift eine der Größen m, n imaginär,, alfo ihr Qua⸗ 

btat negativ. In der Parabel find alle Durchmeffer zur 

Hauptare parallel, denn die Voraudfegung B2 — 4AC=o 
gibt für die Zangente ber Neigung des zu den Ordinaten 
ber Gleichung 4) gehörenden Durchmefferö gegen die ur 


B 
ber x (329), nämlich für — 2 zz den Ausdruck — 7 


u — 


N 


u a 
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und diefer ift auch die Tangente des Winkels, den die 
u Hauptare der Kurve wit der Are der x bildet. 


VIE, Pofargleichungen diefer Linien. | 
342. Wenn man von irgend einem Punfte F 
“ (Fig. 8) der größeren Hauptare einer Ellipfe, deſſen 
- Abftand vom Mittelpunkte derfelben OF = u ift, zu dem 
auf die Hauptare bezogenen Punkte M, deſſen Koordi⸗ 
naten x, y find, eine Gerade FM=r führt, und den 
| Mittelpunkt O für den Anfangspunkt ber Koordinaten 


wählt, fo hat man Da 
at =1, hierauf | 


F Y (FD: + u =UY [(x un)? +y2)] — 
und ſtatt y? deſſen Werth > * - (a? — x) gefeßt, wirb | 


’ b2 
s=Y [u rb2— 2ux-+x? d-Z Oder wenn man 





b2 a2?—b: , 
1 ,= * —k fest, wird 
2ux  u®-+-b2 
r=yk@— + = ) 





Sol nun r in Beziehung auf x rational fein, ſo muß 
die Größe unter dem Wurzelzeichen ein vollftändiges 








Quadrat werden ‚ man fee daher u I a" = h 
woraus folgt u2(1—k)=kh:2 d. i. 
u2b2 i ' h2 . 
= be (1 — —* oder 


u2=a?—b2, und hiedurch wird 
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V (a2 — b?) 
= )V ker — 7 


a Vk 
4, lb), 


⸗ 


Da nun r eine pofi itive Größe fein fol, und 
ve), ift, fo finden nur ige zwei 


Werth von r Statt 
Lem) _a „are _b ) 169) 


,n=a— ——}lR, 


welche den. zwei Verthen von u nämlich 
+Y (a? —b2) und —Y (a? —b?) 

jugehören. Es gibt alfo in der Richtung der größeren 
Hauptare einer Eflipfe bloß zwei, dieſſeits und jenfeits 
des Mittelpunkts liegende, und von Demfelben gleich weit 
abftehende Punkte, in Bezug auf welche alle andie Kurve 
gezogenen Linien fi) durch die Abfeiffen ihrer Endpunkte 
rationaf ausdrüden laſſen. Man nennt diefe zwei Punkte 
die Brennpunkte ber Ellipfe.. 


343, Aus den Formeln 469) folgt fogleich 

- r, +rr,=2a 470) 
d. i. die Summe der beiden aus den Brenn- 
punften zu irgend einem Punkte der El— 
lipfe gehenden Geraden, die man vorzugsweife 
Radienvektoren diefes Punktes nennt, iſt jeder- 
zeit der größeren Hauptare der Kurve 
gleich. Hierauf gründet fi ein leichtes Mittel eine _ 
Eltipfe zu verzeichnen: man fpanne nämlich längſt der 
großen Are der Ellipfe, einen Faden, und befeflige an 
deflen beiden Enden Stifte, hierauf verfege man die 
Stifte in die beiden Brennpunfte, deren Lage in ber 
Hauptaxe gegeben ift, und fpanne den Faden vermittelft 
eines dritten Stiftes, der nun fo bewegt wird, daß bie 
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- heile bed Fadens immer gerabe angezogen bleiben, wo: 
. buch) denn die verlangte Elipfe zum Vorfchein kömmt. 


344. Der Abftand eines Brennpunftes vom Mit- 
telpunfte, durch die Hälfte der größeren Are getheilt, 


oder der Ausdruck ve) _ =e heißt die Erce n⸗ 


tricität der Ellipſe. Dieraus folgt 
a® —.b2 





Die Ordinate durch den Brennpunkt ergibt fih, wenn 
man in der Gleichung der Ellipfe flatt x den Werth 
vw —b) =.ae ſetzt, man erhält 


y= _ = dem halben Parameter derfelben. 


In ber Pleineren Hauptare ber Ellipfe gibt ed Beine 


Brennpunkte, denn verwechfelt man b mit a fo erhält 


man für u eine unmöglidhe Größe. 


345. Da für die Hyperbel an die Stelle von b bie 
Größe by —1 zu feßen ift (335) fo erhält man 
u2 = a2 +-b?, und weil die Abfciffen vom Mittelpunkte 
gerechnet, bei ber Hüperbel beftändig größer find, als 
die halbe Duerare a, fo geben in der Gleichung 469) . 


= PRREACETD 
bloß die Ausbrüde | 
VEN), „Uer, 473) | 


pofitive Werthe für r, daher iſt in ber Hyperbel 


r, — x, 24 474) 


b. b. die Differenz der Kadienveftoren je: 
des Punktes diefer Kurve ift der Querare 


gleich. 





und b»=e(l—e).af 4) 
y’=( 8 — x?) 472) 
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346. Verſetzt man bei der Euipſe den Anfangs⸗ 
punkt der Koordinaten in ben Scheitel der Kurve, ſo 
werden die Abfciffen der Brennpunkte durch 
’ a—Y (a? —b®) un a+Y (a —b*), oder wenn 
man den einen Ausdruck mit 
a-+-Y (a - ba), den andern mit Ä | 2 
a— (a! — b: uitipliziet und dividirt, durch — 


a 


ar V ==5 und Fee DW 


ausgedrückt, weelche Größen, wenn man in benfelben 





| . ahb®  . , 
den Parameter pP=— einführt, in 

zP »P 

pP und, _ _Pp 

| übergehen. Bei dem unendlichen Wachſen von a geht 
die Ellipfe in die Parabel über (336), dabei nähert 
ſich die erftere Größe der Grenze $p, und bie 
Vestere nimmt unendlich zu, woraus erhellet, daß bie . 
| Parabel bloß einen um ein Viertel ber 
Länge des Parameterd vom Scheitel e ent 
fernten Brennpunft beſitzt. 
Da in dem rechtwinkligen Dreiecke, deſſen Seiten 
| 
| 
| 











r, yund x—}p find 


ı=V [(x—2p)" + y?)] 
=Y [(x—ıp)® +px] ift, fo ergibt fih hieraus 
T=ip+x . #75) 


‚347. Bezeichnet man ben Neigungswinkel AFM 
(Fig.8) mit v, fo hat man im Dreiede FMF' | 
FM- = FM: -+- FF’: 2 FM.FF' cosv, oder 
da FF=20F =2ae iſt, 

12 =ı2--4a?e? HFael,cosv, es iſt aber 470). | 
1, =2a—r, und wenn man flatt s, bloß x fehreibt, wird u 


Kahn ’ 
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(ar): rt +4a? e®-+-4aer cosv, woraus bolgt 
—e) 
I= Tree die Polargleihung der Ellipfe, wo⸗ 476) 
:bei der Pol im Brennpunkte, und zur Are die größere 
Hauptaxe, angenommen wurde. Für die Hyperbel ifta 
negativ, daher ihre Polargleichung 
— a(1+-e2) a(e?—f) 5 

1m  1-Fecos v — "Trecosv. #7) 

Bei der Parabel bat man 475) 


FP ID—X „,„,, 
1=4p+x, er Sl zur eliminirt 
1 











man aus beiden Gleichungen x, ſo folgt r=' P 478) 


1-Fcosv 
die Polargleichung der Parabel. 
Setzt van in dem Zähler ber Gleichumg #76) 
a?—+-b 
a? 





2— 
e für die Ellipſe, nd ® = für die 





—8 und ſubſtituirt hierauf ſtatt den halben 


Harameter, ſo ergibt ſich für die Ellipſe und Hyperbel 
die Polargleichung 

zp Ä 
1* 16e cosv #7) 
in welcher zugleich 478) als ein befonderer Fall enthals 
ten ift, wenn man e=1 nimmt; daher ſtellt 479) die 
allgemeine Polargleihung der Ellipfe, Hyperbel und 
Parabel vor, je nachdem e<i, e>4obere=1 ge 
‚nommen wird, 


348, Wir beſchließen dieſen Gegenſtand mit fol⸗ 
genden Aufgaben, welche auf Linien der zweiten Ord⸗ 
nung führen: Zwei Geraden AM, BM (Fig: 10) werben 
um ihre firen Punkte A, B fo gedreht, daß fie bei ib: 
rem Durchſchnitte M beftähdig einen gleichen Winfel ein» 








VII. Polargleichungen biefer Linien. 319 


ſchließen, man ſucht die Kurve welche ihr Durchſchnitt 
beſchreibt. Man nehme den zwiſchen A und B in der 
Mitte liegenden Punkt O zum Urfprung der Koordina- 
ten, fo ift für itgend einen Punkt M der gefuchten, 
Kurve OP=x, PM=y, und wenn man AB=c fett, 

wodurch Die Abſciſſ ſen ber Punkte A, und B beziehungs- 
weife — ec und + 4c_ werben, fo erhät man für die Ge: ı 
raben AM, BM die Gleichungen: 

yzalt+zo), y=a(x—ic) 2) 


bezeichner man noch die Tangente, des Winkels M mitt, fo wird ‚ 


a’ — 
t= T — u): ſubſtituirt man aber die Werthe von 
aund a’ aus 4) in u), fo folge 
—0 
t= — 75 oder 
x2 --y? — cy Fe di =o 


welche Gleichung nach 156) einem Kreife angehört, deſ⸗ 
ſen Halbmeſſer 6B U c +1), und der Aofand 


des Mirtetpunts, co =, ift. Sind bie Winkel an M 


rechte Winkel, ſo —— 6B Sc, CO=a: 
d. i. die Winkel in einem und demſelben 
Kreisſegmente find einander gleich, und. 
alle Winfel im vHalbkreiſe. ſind rechte 
Winkel. J 


349. Zwei Geraden AN, AX und ein fixer Punkt 
B(Fig. 11) find gegeben, man ſucht die Kurve MD von 
der Befchaffenheit, daß ber Abftand BM irgend eines 
Punktes M derfelben , Der durch eben dieſen Punft ge— 
zogenen Senkrechten PN gleich „rei? Man fan einen 
jeben Punkt M diefer Kurve als "den Durchſchnitt eines 


) 
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Kreifes KL vom’ Halbineffer BM —='r mit einer Geraden 


PN betrachten, nimmt man nun den Urfprung der Koor: 


binaten in B an, fest BP=u, AB=p, und bejeid- 

net die Tangente des Winkels NAX mit t, fo find die 

Gleichungen bed Kreiſes KL und ber Geraden PN 
"+ y’=rT,r=u u) 

Die Gleichung ber Geraden AN, welche durch den Punkt 


Ageht, deſſen Abſciſſe AB = p'ift, ergibt fih y=t(x+p); 
hiernach erhält man aus der Bedingungsgleichung BU—PN 
die folgende: = tur p), welche mit u) verbunden | 


gibt 
y’+ x? (11?) -21⸗ px—p’t?=o 5 
sftt=1, alſo NAX 450, fo wird hieraus 
y2=2px-+-p*, welches bie Gleihung einer Parabel 
iſt, deren Urfprung im Brennpunkte B, der Scheitel, in 
S fiegt , und deren Parameter 2BS-BE= =pifl. Hat 
man t<1, alfo NAX <45°, fo gehört die Gleichung 
5) einer Ellipſe an, welche die Axe AX in zwei Punkten 
G, H fchneidet, deren Abſtände vom Urſprunge man ers 
hält, wenn man in») y=o fegt, und die der Glei- 
"hung zugehörigen Werthe van x beflimmt, man findet fo, 
2 

BG -- BH= I, atfo —EkE bien 
aus ergeben fich die Halbaren 

-—# —— 

1-1 7 ya) 
Iſt AN zu AX parallel, fo erhält die veraͤnderliche Ge⸗ 
rade PN immer denfelben Werth, und die Kurve DM 
‚geht in einen Kreis über. | 


Iſt endlih t>1, oder NAX 450, fo.gibt dann 
die Gleichung ») zu erkennen‘, daß bie zum Vorſchein 
kommende Kurve eine Hyperbel ſei. 


+ 
' 
“ 
“m Ta 





- ‘ 
% 


| 
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"350, Nehmen wir nun an, eine Gerade AB Fig. 12) 
von . gegebener Länge, bewege fich fo, daB ihre End 
punkte A, B auf den Schenkeln des gegebenen Winkels 
XcY beflänbig ‚anzutreffen find, man fucht die Kurve, 
welche ein ber Lage nad gegebener Punkt M derſelben 
Geraden zurüdlegt? Sei AM=a, MB=b, q ber 
Kofinus des gegebenen Koordinatenwinkels, y- ax +ß 
die Gleichung der Geraden AB, und x— y, bie Öle» 
hung der Geraden‘ PM, burch deren Durchſchnitt der 
Punkt M zum Vorſchein kommt, fo iſt im Dreiecke PMB 

wenn man PB=z feet), be 22 PMa- -22. PM, 

ferner hat man wegen den Perallelen PM,CY b:a=z: cp 
woraus az = br folgt. Eliminirt man aus diefen beiden 

Gleichungen die Größe z, fü erhält man = 

' abe —a: y’ -+b? x2— 2abgxy, welches eine Gleis 
dung für eine Elipfe ift, deren Urfprung im Mittel: 

punkte derfelben liegt. Iſt den Winkel XCY ein rechter, 

ſop erhält man qg= 0, und die Sleihung wird _ 

 ab2=a?y?-+-b: x, welcher Ausdruck eine Ellipſe 

| anzeigt , deren Halbaren a und b ſind. 

Hieraus folgt eine neue Methode eine Elipſe zu 

verzeichnen: man ziehe zwiſchen den-Schenfeln eines reche , . 

ten Winfeld XCY eine Gerade AB, weldhe der Summe 

| beider Halbaren a und b gleich wäre, fchneide auf der- 

ſelben AM a ab, fo iſt M ein Punkt der Ellipſe: be⸗ 

wegt man nun die Gerade AB fo, daß ihre Endpunfte 
fietd auf den Schenken des Winkels XCY zu ſtehen 

| Tommen; fo befchreibt während diefer Bewegung ber \ 

Ä Punkt M nad und nad) den elliptifchen Quadranten DME. 
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351. Wenn man durch zwei zu irgend einer Kurve 
gehörenden‘ Punkte, deren Koordinaten in Bezug auf ein 
Aulik's Analyſis. 21h1 


— 


— J J 
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rechtwinkliges Syſtem x, y und x+dx, y 40y find, 
eine Gerade zieht, ſo lãßt ſich die Gleichung der Gera⸗ 


den 413) durch y —9* 3 Yen) vorftellen , "wobei 


', y’ die Koordinaten en jeden Punftes der Geraden 
bebenken, Ze mehr nun der Punkt, deffen Koordinaten: 
.x + 0x, y-+öy dem Punkte x, y näher gebracht wird, 
deſto mehr nähert ſich die Durch obige Gleichung vorge⸗ 
flelte Sekante einer durch den Punkt x, y gezogenen. 
Tangente, deren Gleichung daher von den Werthen dx, dy 
‘unabhängig fein muß; es geht aber dann der Differenz- 
quotient 3 in den Differentialquotienten 7 über, man 
bat fonad) für die, eine Kurve Herügtende gerade 


Linie die Gleichung 


y -7- I w-n) 480) 


wo = bie trigonometrifhe Tangente der Neigung ber 


—* gegen die Are der x bebeutet (307). Bes 
zeichnet man biefen Winkel mit @, fo ergibt fi hieraus 


dx 
cosa= TV (ax: Hay) ‚und 481) 
T 482) 


352. Eine durch den Berührungspunft einer Tan⸗ 


gente auf ihr ſenkrecht ftehende Gerade heißt eine Nor⸗ 
male bed zugehörigen Punktes der Kurve. Die Glei- 


hung der Normale ergibt fi aus (313) 

dx 
Beide Gleihungen drüden aber bloß die Richtung 
„genannter Linien aus, ihre Größe wird beziehungs⸗ 









! 
2 
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weiſe durch die Stüde der Tangente und Normale ges 
meflen, welche zwifchen der Abfeiffenare und dem Be: 
rührungspunfte enthalten find. Man nennt überdieß das 
Stüd der Abfeiffenlinte zwifchen der Tangente und bir 
Ordinate des Berührungspunftes die Subtangente, 
und das Stüd der Abfciffenlinie zwifchen der Normale 
und Ordinate des Berührungspunkted bie Subno r⸗ 
male. 


353. Sest n man in ver Steichung 480) ya =o, fo 
erhält man x’ — x—y Fr oder das Stüd der Abſciſſ en⸗ 


linie zwtfchen dem Anfanzöpunfte der Koordinaten und 
dem Punkte, wo die Tangente der Abfeiff:nlinie bes - 
gegnet, dieſes von der Abſciſſe x abgezogen, gibt Die 


Subtangente — Eben ſo folgt aus 483) bie 484) 
| Entfernung des Se der Normale mit der Ab⸗ 


ſciſſ enlinie x x *4 3 — und ‚hieraus 


die Subnormale: =y I. Da die Tangente mit derOrdinate 485) 


und Subtangente, und die Normale mit der Ordinate und 
Eubnormale rechtwinklige Dreiecke bildet, wovon die Tanz 
gente und Normale beziehungömweiſ Hypothenuſen ſind, 
ſo hat man 


die Tangente =y vi +7 ——)= — , und 486) 


die Normale =y VA (a + a )=Z „Vür+ dy?) 487) 
354. Um biefe Formeln auf die Einien der zweis - 
fen Ordnung anzuwenden, bat man zuvörderft- für 
die Elipfe, deren Dauptaren 2a und 2b find, und deren 
21 * 
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Wittelpunft und größere Hauptare der Anfangspunft 
und bie Are der x fei, die Gleichung 


x? y? 
Fre Tai | 
Hieraus folge J — — und dieſer Werth in 180) 


‘ ‘ 
ſubſtituirt gibt. + 1 468) 


bie Gleichung der zu dem Punkte x, y gezogenen Tan⸗ 
gente der Ellipſe. Seat man den Werth 


dy_ ” x 
dx 


der Ellipſe — das Zeichen — bezieht 480) 


fich auf die Lage dieſer Subtangente, welche jener in 
der Formel 484) entgegengefeät ift. Aus 455) folgt bie 


Subnormale ber Elipfe =— = ‚aus 180 und 4%) 
487) hingegen 
bie Tangente tiefer Kurve = ——— 491) 
vet Ha), 492) 








‚und Die Normale = 


355. Aus der Gleihung für Die Hyperbel, deren 
Mittelpunkt nnd Quergre = 2a. ald Anfangspunkt der 
Koorbinaten und Abfeiffenare dienen, namlih 


x2 b? 





————1i 
a? y? 
ergibt ſich I er folglich gibt die Formel 280) 
art yy' _4 405 


1) 
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als Gleichung der zu dem Punkte x, y sergenen Tanz 





2— 
gente. Die Subtangente iſt hier = - 


Zrlernımar b2x 
Subnormale = — u, f. f. 
a? 


‚ die 494) 


356. Der Parabel gehört, in Bezug auf den 


Sheitel ald Anfangspunkt der Koordinaten und bie 
Hauptare als Abfeiffenlinie die Gleihung y„’=px 
Hieraus ergibt‘ ſich 


-3_P | g: 
a 495) 
yy=ıp(x'+x) 496) 


ald Gleichung der zur Abfeiffe x-geßörenden Tangente. 


Der Werth der Subtangente findet fich aus 484) gleich 
2x, und der Subnormale aus 485) =4p. ‚Hierauf 
gründet fich eine Teichte Methode zu einem gegebenen 
Punkte der -Parabel eine‘ Tangente zuziehen: man be— 
fimmt nämlich die Abſciſſe x dieſes Punktes, und trägt 
fie, indem man die Hauptare über den Scheitel hinaus, 


⸗ 


verlängert, von dem Scheitel an auf dieſelbe auf, und. 


verbindet den fi) ergebenden Punkt mit dem gegebenen 
Punkte der Kurve mittelft einer Geraden, welche fofort 
die gefuchte Tangente fein wird, 


357, Schneidet die Tangente MT (Fig. m Die 
verlängerte Abfeiffenlinie in T, und d find B, F die beiden 
Brennpunkte der Ellipſe, ſo iſt 








FM= subtang — FP = - - — + x —at 
a a— ex u 
_"_, au a "2 - m, und weil 
Sr x . x u 
rt... aer 
X - a ‚ fo wird FT = : und eben fo folgt 
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ger, PR 
BT=——, alfo ift au 
‚ a1, | 


FT r FT B 





T 
—— 1 oder — = —ı 6 iſt aber 
BT I, I .1 ’ Ä | 
FT sinFMT | 
—— * und 
r, stıT 


BT sinBMT sinBMt | 
Ta alſo iſt auch 


FMT=BMT, oder die Winkel der Tangente 





‚mit den Radienveftoren find für jeden 


Punkt der Ellipfe einander. gleich. Auf ähn- 
liche Art ergibt fich diefelbe Eigenfihaft für die Hyperbel. 
Will man daher an einen gegebenen Punkt der Ellipfe 
oder Hyperbel eine Tangente ziehen, fo braucht man nur 
ben äußern Winkel, der von beiden am. ihn gezogenen 
Radienvektoren eingefchloffen wird, zu halbiren, und die 
‚Halbirungslinie iſt die geforderte Tangente. | Ä 


‚2a 358. @ei AMN (Fig. 13) eine auf die Hanptare 
‚bezogene Parabel; man fege AFM = v, FMT=w, fo 


it w= (180? — v)— MTX,, und Daher 


tg w=tg [180° — (v-+-MTX)] 


teMTX-H iz , 
= —— es iſt aber 495) 


1 
| t#MTX= = und 


2y 
y 


Igv=— ——, alfo ift auch 
5 x—!p u / 


tw, =15MIX, oder es ift 


Ä w=MTX=BMt 
Sieht man alfo durch ben Punkt M der Parabel eine zur 
Hauptaxe parallele Gerade MB; fo bildet die Tangente 


mit ihr und dem Radiusvektor gleiche Winkel, 


\ 
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Auf dieſer Eigenſchaft der Ellipſe Hyverbel und 
Parabel gründet ſich ihre Anwendung zu Sprachgewöl⸗ 
ben, Reverberen, Brennſpiegeln — ſonach auch bie - 
Benennung der Brennpunkte. 


359. Das Stück der Abſciſſenlinie zwiſchen der 
Tangente eines Punktes und dem Anfangspunkte der 
Koordinaten iſt, wie bereits angeführt wurde, gleich 


— ferner iſt das zwiſchen dem Anfangspunkte und 
der Tangente befindliche Stück der Ordinatenaxe 
=y-7. Wenn fih nun diefe beiden Größen, oder 


auch nur eine berfelben, einer beftimmten Grenze nähern, 
je größer man x nimmt, fo nähert fi die Tangente 
der Kurve, und daher auch die Kurve felbft bei dem un⸗ 
endlichen Wachſen der Abſciſſe, ohne Ende einer geraden 
Linie, ohne jedoch in dieſe zu übergehen. Eine Gerade 
von diefer Eigenfchaft heißt eine Afymptote. 

Unter den Linien ber zweiten Ordnung läßt bloß bie. 
Hpperbel Afymptoten zu. Die Zangente diefer Kurve 


j ‘. ' . 
gibt fogleich =—.. J_ =: fegt man hierin ſtatt 
T die Größe 2V d— * aus ber Gleichung der Hy— Ä 


perbel, fo erhält man = — — 1-)=; 
welcher Ausbrud bei der: meiihen Zunahme vonx in - 


übergeht. Hieraus folgt il oo 
y= Fox | 497) 
es entfprechen daher der Hyperbel, zwei 


4 
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im Mittelpunfte berfelben fih ſchneidende 
und gegen die Querare unter gleidhen, der 


Tangente - sugehörenben, Binfeln ge⸗ 


neigte Afymptoten.; 

360. Man errichte an den Endpunkten der Haupt: | 
are AB (Fig. 14) bie Senkrechten AK, BH der halben 
Querare einer Hyperbel gleih, und siehe Durch den 
Mittelpunkt C berfelbe bie Geraden CK, CH welche über 
den Punkt C nach beiden Seiten verlängert , die Aſymp⸗ 
toten der Hyperbel geben; fo ift für irgend eine Abſciſſe 


CP=x, bie Gerade PR="x, und da 
PM=y="V (2° — a2), alſo 


pR> —T!1 = ur (m —a)ebr, oder 


(PR + FM) (PR—PM) =b: ift, fo folgt 
| MR'xMR=b> u) 

Bezieht man nun die Kurve auf ihre Aſymptoten CR, CR‘ 
fo it C(S=t, SM=u geſetzt, 


_MN 2bt 
DARAN, eg RS Tre) 


CK a _SM pp _ 2bu 
Vlae+beyfabf uf  Veeb) 
hienach erhält der Ausdruck wu) folgende Geftalt: 
J 2bt 2bu 4b: tu_ . 
DB= — [oo 
Verb) 7 ehe) are, und bie 

Gleichung der Hyperbel aufihre Afympto- 
ten bezogen, wird tu=ı(a?-+-b?) 498) 

"361. Wenn man von den Brennpunkten F,F’(Fig.12) 
einer Ellipfe auf die Tangente irgend eines Punktes M’ 
die Perpendifel FN, F’N’ fällt , den geometrifchen Dxt 


— 
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ihrer Endpunkte N, N’ zu finden? Die Gleichung der 
Tangente einer. Ellipfe ifl a? yy +. b2xx'—=a2b: ı) 


wenn x’, y’ bie Koordinaten des Punktes M' vorſtel⸗ 
len, die Gleichung der durch den Brennpunkt dezogenen 


Geraden FNſei y=a(x-+ß), wo ß bie Ercentrizität 


GE bedeutet: da diefe Gerade auf der Tangente fent- 
recht ſteht, fo findet nach (313) die Bedingungsgleihung 
Statt, daß ab2x’=a?y’ fei, dieß gibt 


pex y ⸗as y'(x-+ß) Eliminirt man aus den Glei⸗ 


chungen u) und ») bie Größen x⸗, y“, und ſubſtituirt 


ihre Werthe in die Gleichung ay+-b’x?= a?b®, 


fo folgt be y⸗ ta? (xp)? = pe +24? 
weiches entwidelt gibt : 

ty Bxe+p)—br] + (et)? Ra) =o 
und hierin. 9% — a? ftatt —b? gefebt, wird 


geh yP [AHA Her ar) teten) 


elegt man diefe Gleichung in ihre Faktoren, fo erhält 
mn y+x—a)y”? +Ha+ß]=0 

woraus y2 4x2as folgt; ed ift fonad der Um«- 
fang eines der Ellipfe umfohriebenenKrei- 
feö der Ort, wo die von den Brennpunften 


auf Die Tangenten ber Ellipfe gefällten 


Perpendikel denſelben begegnen. 


362. Da der gefundene Ausdruck von der Halbare 
b' nicht abhängt, fo iſt auch in der Hyperbel der 


um bie Haupfare befchriebene Kreis ber Ort, in wel- 
chem jene Perpendikel die Tangenten treffen. Wird aber 


a unendlich, fo geht die Ellipſe in eine Parabel, und der 
mit dem Halbmeffer a beſchriebene Kreis in eine gerade 
Linie über; es iſt demnach Die im Scheitel einer Para- 
bel auf ihre Are fenfrecht gezogene Gerade, der Dit, 


in welchem die von dem Brennpunkte auf: die Tangen⸗ 


ten gefällten Perpendifel derfelben begegnen 
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363. Seiy=fx bie Gleichung .einer Kurve zii: 
ſchen ihren rechtwinkligen Koordinaten x, y und be 
flimmten, im Funktionszeichen begriffenen Konftanten: 
und ebenfo y’= Fx’ die Gleichung einer zweiten Kurve, | 

zwifchen ihren rechtiwinfligen Stoordinaten x’, y' bezo⸗ 
gen auf denfelben Anfangspunft und diefelben Aren mit 
der erfteren, und einer Anzahl von unbeftimmten. 
Konftanten, welche erft durch gegebene Vebingungen 
beftimmt werden. ſollen. | 

Wenn beide Kurven ſich in irgend einem Punkte 
ſchneiden, fo gehören zu dem ihnen gemeinfehaftlichen 

Durchſchnittspunkte die Koordinaten = x’ und y=y'. 

. Für einen 'nächfifolgenden Werth der- Abfciffe x, ge 

. hört vermöge des Tellgr’fhen Satzes, in ber erften 
Kurve, bie. Ordinate | | 

yıHhhztikefprtiefiih... 
und i in gu zweiten Kurve ‚, die Ordinate 
y-+kFAxX+HıkFrxX+ı1! RX... 
alfo ift für diefen nächflfolgenden Punkt, die Differenz d 
"beider Orbdinaten, da y=y’ war, glei) 

k (fi, x— F. x‘) + * ke(f,x—F,x')-+}! ki(f,x—F,x)+.. 
Nehmen wir daher an, daß für jenen Durchſchnittspunkt 
beider Kurven, auch noch die Bedingung Statt habe 

‘ 
F. x=F, x’, oder —— 
und denken uns eine dritte Kurve durch dieſen Punkt ge⸗ 
zogen, deren. Gleichung y’—=gx'’ wäre, fo iſt erſtlich 
y=yJ",x=x', und die Differenz der nächſten Ordi⸗ 

/ Haten, bei der.:erften und dritten Kurve wäre -- 

Dzs(f,x—p, x) 43 k:(f,x— 9X") 
+! (Ax—g,xX)r.,. 


7 — 
Ähm un _ a loun oo 


— 
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in welchen Ausdrücken man k immer fo klein annehmen 
Tann, daB D größer wird ald d, wofern nicht 

F, x— ꝙux“, ode IT, Statt hat; es läßt ſich 
Daher durch den Dursfenittspunft ber beiden erften 
Kurven Feine andere dritte führen, wenn fie nicht der— 
ſelben Bedingungsgleihung genug thut, die zwifchen bei= 
den erften Statt findet, Man fagt daher, daß zwei Kur: 
ven eine Berührung der erften Ord nung haben, 


— | un Iy _dy’ . 
wenn für fie vie Bedingungdgleichung Frau si, | 
Nehmen wir. fe an, daß zwifchen diefen Kurven 


| ı 
nebft ber Stidun 1-7 2 auch noch die zweite Be⸗ 


bingungsgleigung = 2 — Statt hat, ſo wird zwi⸗ 


ſchen ihnen keine Andere 43 durchgehen können, für 


welche nicht beide Bedingungsgleichungen Statt haben, 
oder jene beiden Kurven, werden in ihrem gemeinſchaft⸗ 
lichen Punkte eine Berührung der zweiten 
Ordnung haben: gilt überdieß für beide Kurven noch 


die Bedingungsgleichun — beit fie eine B e- 
eBedingungdg 9a = ſo haben fie ei ⸗ 


rührung der dritten Ordnung, und allge 


mein zwei Kurven haben in ihrem gemeinfchaftliyen 
Punkte eine Berührung der nten Ordnung, 
wenn bie n erften Differentiale der Ordinaten diefer Kurs 
ven für die Abfeife des Berührungspunktes gleiche 
Werthe annehmen. 


Beſtimmt man biefen. Bedingungsgleichungen gemäß 
die in der Gleihung y’—= Fx' erfcheinenden unbeftimm= 
ten Größen, fo wird hiedurch die Lage diefer Kurve, ala 
auch die Dimenfion ihrer Aren vollftändig befiimmt, 
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« 364, Sei y'ar'+b bie Gleichung einer Ges 
raden, und y=fx die Gleichung irgend einer. Kurve: 
fol nun zwifchen beiden eine Berührung der erften Orb: 
nung Statt. haben, ſo bat man für den beiben gemeins 
ſchaftlichen Punkt y=yı vr 

_dy 


und Die Bedingungsgleihung 5 —-_ dx =a, daher 


=y- = =y— =I . Sept man diefe Werthe der 
Konftanten a, b in die © Gleichung ber Geraden, fo ers 
hält man _ Y-y-k@—-1), 7 für bie Glei- 1 





hung einer Geraden , Die mit der Hure y= fx eine 
Berührung der erften Ordnung bat. Wir fehen, daß 
diefe Gleichung einer Tangente der krummen Einte zuge 
hört, und bag die Berührung der erſten Ordnung nur 
zwifchen einer Geraden und einer Kurve vor. Sid) gehen 
Tann, weil eine Bedingungsgleihung nicht Yzweichen 

würde, die berührende Kurve der vage und Größe nad) 
zu beſtimmen. 


368. Den Kreis zu finden,. der mit einer Kurve, | 
welche durch eine Gleichung zwifchen ihren rechtwinfligen 
Koordinaten x und y gegeben ift, eine Berührung ber 
zweiten Ordnung hat, bezeihne man mit a den Halb⸗ 
meſſer dieſes Kreifes, und mit g, h die Koordinaten 
feines Mittelpunktes , fo ift die Gleichung deffelben 
@—-9’+y'—h’=a’ 
wobei i in der allgemeinen Gleichung beö Kreiſes 


Ay’ HAcHDoHEI HRS \ 
_E F VD HE: —AAF) 
5= pr — 28* 24 


bedeutet, Da biefer Kreis durch den Bunt er Kurve 


s 
* 
& 





” J 
re — 


! - 
/ . 
IX. Beräfrungtornungn Trummer Linien, 333, - 
“geht, deffen Koordinaten x,y find , fo ift für biefen 
gemeinfchaftlichen Punkt: 

-6) +y—hr=e u) . 
und wegen der an ihm Statt findenden Berührung der 
| weiten Ordnung find die Bedingungsgleihungen 

(—g)dae+(y—h)äy=o ») 
de? 4 (x— g)d’x-Hdy-H(y—hiey=o g) 
Multiplizirt man die Gleihung ») mit d?y und 0) mit 
dy, fo gibt ber Unterfchied der Produlte 
(2 8)(dxd’y—dexzdy)— dxedy—dy®=o |' 
_ . dy(dx?-4-dy?°) 
alfo 5 — IT ndey—dy.dex . “ 0 0) 
Die Gleihung ») gibt unmittelbar 
d . 
h_-y=—(g—x) 7 , baher wegen 0) wird 
dx (dx? +dy?) 
dxd?y—dyd’x 
BWerthe von g—x, h— y- in die Gleichung u) ſetzt, 
(ax? + dy?)? 


u 


h—-y= T),.und wenn man bie - 


wird a — dxdey—dyd’x 500) 
welcher Ausdrud, wenn dx ‚Fonftant it, in 
_ (dx? +ay° )? = 
oe ray übergeht. 501) 


Man nennt einen folhen Kreis den Krümmung: . 
reis, deſſen Halbmeffer den Krümmungshalb- 
meffer., und deſſen Mittelpunkt den Krümmung 5 
mittel punkt für einen beflimmten Punkt ber geger 
benen Kurve. . 


Bezeichnet man bie Länge der zu dem Punkte x, y 
einer. Kurve gehörenden Normale mit N und deffen Krüms 
mungshalbmeffer mit R, fo hat man wegen 487) 


H ” 
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nV ar +ay) 
N ar 5 
366. Sei die gegebene Kurve eine Parabel, fo ift 
y’=px, alfo — av, 


dy= wu ey =— jan. - = =—}dxey Zunb503) 


—— Subſtituirt 504 


man dieſe Werthe in ben Gleichungen a) 7) und 501), fo 
erhält man | 


g=3x--;P, h=—kyS, und 











| ZN 
* 1 p x 16x° 
( 74 ” — * — ıy(4x+p)" 
J = P P 
505) 


Für den. Seeite der Parabel if x0o, alſo 
g=;3p,h=o,R=yp, hingegen für bie Enbpunfte 
be —8 hat man 
=}p, alſo g=2p, h=—}p, und R=pV2, 
ſonach iſt der Krümmungshalbmeſſer der letzteren Punkte 
beinahe dreimahl größer als im Scheitel. 


367. In der Ellipfe bat man nad) 472) 
y’=(1—e?)(a —x?), 
hieraus folgt | 
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x: +x2 (j—e) 
Vet apa FE FEESN, nänii 
—_.e?x? 
= Sky —— rer‘ 506) 
‘ 2 2 — p2\2 
a? — e? x? 1 
* RS (oe a2 — x? ee 
> a? (1 — e?)2 
oder wenn man flatt a2 —x? deſſen Beth, 7 ſub⸗ 
— wird 
— e? y2 3 “ : 
zur, NS A 607 
= 1! 41— e2 ) 
Pan hat aber au) aus (354) 
| b2 xdx. 
dy =— = y' mithin 


Vlax + ay)= Eva mbar), und ’'508) 





a ra > 50). 
Im Kreife it ab, daher gibt die Formel 508) | 
V (dx®+ = en 810) Ä 


und die Formel 509). 


Die Gleichung der Opa gibt dy= 27 und hler⸗ 


aus folgt 
a4y2+-b?x | 
Van -ayp)= ud aber 


at y ash? (x? —a®) 1 ‚mithin J 








x 
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x? (a?--b?)— a⸗ 


a? (x? — a2) ober we: 


V (dx? + dy?) = dx 


a? + b?2 
a? 


Va +72) = ap Ene 5) 


, wird 





gen 


X. Rektifitetion, Evolution und Duadratgr. 


368. Einen Bogen einer Kurve rektifiziren, 
heißt feine Länge in Zahlen angeben, deren Einheit ir⸗ 
end eine befannte gerade Linie if. Wenn man durh 
"die Endpunfte des Bogens MM’ (Fig. 15) einer Kurve, 


deren Gleihung y=/x ift, die Tangenten MT, MT’ 


die fich in O durchfchneiden führt, und die Sehne MM’ 
zieht; fo hat. man, nad) dem. befannten Grundfage des 
Arhimedes MO--OM’> Bogen MM’, und ba 
im Dreiede OBM’ der Winkel M’ ein äußerer, alfo grö: 
Ber ift, al& der innere Winkel B, fo ift auch OB>OM, 
daher um fo mehr MO-FOB> Bogen MM’ d. i. 
MB> Bogen MM’: Dagegen iſt im Dreiede MTM 
die Seite M/T’< MM’ und MM’ < Bogen MM’, folge 
ih M'T’< Bogen MM’; es ift alfo von den bes 
ben andie Endpunfte des Bogens geführ 
ten Zangenten, Die eine größer, Die an 
dere kleiner, als der Bogen. 


Sei nun die Länge des Bogens AM=s irgend eine . 
Funktion der Abſciſſe, nämlih s= Fx, daher, wenn 
die Abfciffe um ein beliebiges Stüd PP’=k ;unimnt, 
wird AM’= F(x+k); fo hat man MM’ = F(x-+k)—Fx: 
zieht man nun MC parallel zu M’T’, ſo iſt MT’= MG, 
und dem fo eben Bewiefenen zu Folge Fix+k)—Fx grö- 
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Ber als MG; und Feiner al$ MB, man kann alfo zwis 
fhen MC und MB eine Linie MD fo’nehmen, baß ’ 
F(x+-k)—Fxr=MD fe A). | 
Zübtt man noch ME parallel zu AX, fo iſt der Winkel 
DME <BME, und DME> CME, alfo auch 
ig DME <15BME, und 74 DME >tg CME: nun ift 


15 BME = = =fiz, t5C(ME=f,(x+h); baber. 


hat man | | 0 
' 15 DME<f,x und zugleid 15, DME>f, (x--k), man 
kann ſonach k“ Dk fo nehmen, daß u 
tg DME=f,(x-+k‘)fei: dieß gibt 
MD = ME. sec DME=k/ (1-H14: DME) 
=kyYfi-+(f, (x-+-k))e], daher wirb qus A) 
Frey h—PekyY+S ch): 
eitwidelt man das Glieb Linker Hand mittelſt der Tel⸗ 
lot'ſchen Reihe, und dividirt beiderfeits mit k, fo er⸗ 
hält man 2. = ’ . 
xt yKR,<+jlke Act. = VILHS HEN). 
. Da biefe Gleihung für jeden Werth von k beftehen - 
muß, alfo auch für k=o, wodurch auch Ka wirb, 
fo hat man dann 


Fx= V [1-+-(f,x)?], nämlich 


“ 


dFx 17 .dy? 
— v (1+ 3), woraus fofort folgt 


| d=VY(laetap) © 00 87 
3609. Bei ber Parabel hat man nach 508) 
 Varsapmany FEED) dahe u 
‚(AX-bP\. ıx--p _ F 
——— : man ſetze — 22, ſo iſt 
p _Padz' | 
| "ga “= 2(z2?—1)2’ alſo 
Kulik“s Analyfle, 22 


336" ‚Die Kürten wit elnfacher Kelmun u 
pe’ de 2 de 
75 —1)® 


ee (nr), Mori 


PP | 4 


FR un hat man nach (258. a) 


| | z+1 
6*37 +: A +.) 
und weng man den Werth von z nieder herſtellt, wird 


" 4x 2DI/x 
ee eeneene +6 
Soll der Bögen vom Scheitel der Parabel gerechnet wer⸗ 
ben, fo verfchwindet s mit x, mithin it C='o: untet 
diefer Vorausſetzung erhält man, wenn der Nenner ratio» 
nal gemacht, und y? flatt px gefeßt wird 


» 
=Vüyr-+ Herpa I Vu )) 15 
gürx=ip,wiby=}p, — | 


s=ıp(V 2+HI(A+V D): für x=p= 7, wird 


s=;pV 5-+4P12+V’5). 
370. Bei ber Eikpfe it = au 


. ein Ausdruck, ber ſich auf Feine bekannte Weife rational . 
machen läßt‘; und deſſen Integral bis jegt in endlicher 
Form nichtzhat hergeſtellt werden können, und eines von 
denen ift, welche unter dem Namen der elliptifhen 
Zranszendenten von Legendre und Iacobi- 
behandelt wurden. Sekt man aber x=asinu, ale 
dx = adurosuü, fo erhält man ds = aduy (I — sin a), 

ober wenn mäg die Wurzelgröße entwidelt 
ds 





adu(1-3 —E— ge sineu—.. + ‘ 
nun ift neh 380) fee nm 06, 8 p⸗Av, qm cosu 





I: 
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Sdup"=—# pen A ap , mithin 
Jap =—4pg +yu fr 
J dup=—!p’g-+3/ J Be * +57 8 


.13.58. 13.6 
Jdup! = -1PP4—;; Pr g— 24.6 Pitzas" 


u. ſ. f. Dan erhält fonach 


8 , 

0 — 
1.1313 _ ! 

2 252 and 


1.3. 5 1 3.5 WW 
sr en KrTumrrTi: pP 4-5 Po-.. 
wo die Konſtante ber Integration verſchwindet, wenn 
der Bogen vom Scheitel der einen Are gerechnet wer⸗ 
ben fol. Dronet Fr fen Ausdrud nad) u, und (rät 
1 

„Ay * —* 

.3?. 3.5 
—— — FomDurt 
| fo. erhält man 
I s-alu(1— Aer— Bes _. Ces _ Des ee) 
> pq(Äer 4 Bes +Ces+,, >, 


IPB He + prglCe Fe.) 





. N 


+...) 514) 
Für u=ir, wedurch q=o mir, folgt bie Länge eines 
Niptiſchen Quadranten, oder 


Q=zan(1— Acer — Be: —Ces— De -. ..) 
37. In der Hyperbel bat man nach 511) 
d= ay LE: man fege x secu, fo iR 


a? 
22 + 


N 


ur — as zartgru, und ds=asecudu) (e?sectu—l), 


di. ds= aedu sectuy (1— = 


folgt: ds =atdusec* u 


das Integral des erſten Gliedes iſt eig“ nad 306), 


. Sdug”’ = agtp+" 
welche aus 3m) für m=o 0 folgt. Hiernach if 
| au | 

s=eettgu—;n— 2er | | 


“ 
— 


und x= } macht 


* 
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cos 


Durch bie Enkwickelung der Wüurzelgröße in eine Reihe 


adu 1 aducos®u 1.3: 3 aducossu 
— 7 m ram un ——— ⏑ — 


2,4  .e? 2.4.6. e? 


* 
» ” 


und bad Integral des zweiten Gliedes 52: die Integrale 
der übrigen Glieder egeben fih nah ver dormel 
dug" * 








| 


es, 546 6‘ GP + Fat Au). ... 


72. = 
3 Für den Kreis ift nach 3510) ds= Tan Va) 
c= adx (a? i woraus man mit Rüdfihtauf23) 
ds=dı 14 par „an, 
2.42%. 2. 4. bas 
erhält, und di integrirt gibt 
1.3x5 1.3.5x? 
tt tet 50 
wo Feine Konſtante hinzugefügt wird, weilsmit x zugleich 
verſchwindet. 
Da der dritte Theil des Kteisquadranten den Bruch 
ja zum Sinus hat, fo gibt diefe Reihe wenn man a=1, 


1.3 135 .; 
ır=1777% 3.2° er 317) 


woraus fih zu leicht berechnen läßt. ©. 3. VI. 442. 


. 
+ 
- — . ‘ 
’ or 
' ’ 
I 1 * 4 
r L ’ * J 
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373. Führt man die Formel 512) In die Ausbrüde 
481), 482), 486), 487), 500) u, db, f. ein, fo werben 


fie einfacher, man erhält fo: 


dx x . | | ’ ’ 

cos 0 = FL u 518) 
dy | 
Sina. | | | 6519) 
die Tangente = | 820) 
die Normale = Jds UU 220) 
dx 
U | Ass. © 

den Kelmmungẽhalbmeſſer R= — 522) 
oder wenn dx konſtant iſt, R= — 68%) 


d’ydx 
und wenn man ben Werth deyar— dyd’x= zZ ” 824) 
aus 522) in die Gleichungen 0) r) (365) fubftituirt, fo 


folgen für die Lage des Krlimmungswmittelpunftes bie 


Gleichungen sex, NEPRBL. | 5 929) 


.374. Dieſe Ausdrücke zeigen, daß für jeden anderen@ßerth 
von xeinanderer Krümmungskreis gefunden wird, weilber _ 
Ausdruck ſowohl für den Krümmungshalbmeſſer R, als 
auch für die Koordinaten g, h bes Mittelpunftes feinen 


. Werth mit-x ändert, es bilden alfo diefe zu.verfchiebenen 


Werthen von x gehörigen Mittelpunkte der Krümmungs⸗ 
freife felber wieder eine Kurve, welche man die Mit 
telpunktskurve ober Eyolute nennt, und deren 


Gleichung man erhält, wenn man mittelft der gegebenen 


; Sleihung der Kurve, aus ben’ Sbichungen 525) die 


Kö x um y eliminirt. 





\ 


ds = dx V 


| n-_ers4be) k° 


. * 
h=+ 


N ” , \ 
x 


\ j « 
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Für die Ellipſe hat man 508) 
(a y2 + h’x’)_dx.k 
aay OO a2y 


kürzung k= :V (a?y?+b’x?) ſetzt: ‚ferner iſt 509) 


, wenn man zur Abe | 





aäh: apa’ baher wird and 5%) 
a ee 
wem), , und eben fo | 
h N * re) daraus folgt 


=) (a? —x2)3 


rn ‚ oder 


2.» / | —⸗* bh? — 


a? 





| 8 
x?’ = &_- 
: (bt a2) 3 
— Für g=o wird 220) 


—_h} 
, hingegen für! h= 0, wird g= 4 


es liegt in diefe Kurve innerhalb eines Yarallelogramd, 

deſſen Diagonalen mit den Hauptaxen der Ellipſe zu⸗ 
> 

fanmenfallen und beziehungsweife 9 (ar-bt — ) und 2——— a —* 


And, Setzt man bY —1 an bie Stel von Du 


‚—a flat a, fo erhält man hieraus bi Oleichung für | 
die Evolute ber Hyperbel 


as gt —bi h’= (a® 4* beyr 2m 
Führt man aber in bie Breigum 506) de —* 


die Gleichung ſed die Cvotute einer Pe 
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‚ein, und feht, weit, bie Abfeiffen vom Scheitel gezählt 
‚werden folen a —g flott g, und macht nad) Entwides 
lung der Binome a unendlich, fo erhält may für bie 
Evolute ber Darakeı die Gleichung “ 


* (4 p° 8 , und hieraus folgt 





h’= =, 8-1m" - 628). 
Ban nennt die hiedurch vorgeftellte Kurve bie Neil’ 


fhe Parabel. 2 
Ä 375, Da g und hdie verändertichen Koordinaten u 


‚ber Eolute vorftellen, fo ift ber Zormel 450) gemäß - 
2 tga, wenn a den Winkel bedeutet, unter welchem | 


die Zangente eines ihrer Punkte bie Abfeiffenare fände 
bet: eb ud aber' aus. 2 


| har ar RL +4 (cas, air aede) 


| ferner ift ds=Y (dx’-+dy?), und de Hirte * dy. Ca 


hiernach wird 
dh = a FE FE (ey. d'z — dx. Ey), 
und mit md auf 524) 
a — =. vertauſcht man in 523) h,y, auntige 
und Br ‚po erhält man 
= u). woraus ſoſort folgt: 
| a5 ——')) ei nun BM (Fig, 16) eine Kurde "ges 


geben Fin eine Gleichung zwiſchen ihren Koorbinaten 
AP X, — x bie Gerade MT beruͤhre dieſalbe fe im 


—9— 


E Die Rursch mit eiatoher Ericeien. kung. 


vpunkte M, deſſen Notmale MN ur Nrümmungsmina⸗ | 
punkt m wäre, man ziehe mp auf. AN ſelikrecht, fo Mt 
mp=:h bie — e Mitte lpunktskurve, alſo Ap=g. 


Nun iſt ts MIP= 7, alſo cot MIP= —353 = cor PN 


=t,MNP: liebure gibt die Gleichung y) 15 MNP 15 a, 
eder MNP =; ed berührt daher bie-Rormale MN bie 
Mittelpunktäfurve in nm fo, daß das zwifchen dieſem 
Punkte und ber Kurve BM liegende Stüd ber Tangente 
dem Krümmungshalbmefler in M gteich iſt. Erhebt man 
die Gleichungen A) und u) zum Quadrat, fo gibt ihre 
Summe V (dh® + dg2)=aR, woraus buch die Jar 
‚tegration folgt: Bogen bm-+-const.= R=Mm, indem 
tee b ber ald Krümmungsmittelpuntt dem Punkte 
:B entfpricht fängt der Bogen bm an, alfo gilt bie Glei⸗ 
hung o-Fconst.=R=Bb, mithin ift Bogen —*89 
EMm. Wenn man daher dad Ende B eines um. 
die Evolute gelegten Fadens, fo abwidelt, daß dad 
von der Kurve getrennte Stüd des Fadens immer 
Tangente der Evolute ift, fo befchreibt.der Punkt B wäh 
send biefer Abwicklung die gegebene Kurve BM, welcher 
Eigenfchaft halber diefe auch die Ev olvente genannt 
wird. 


376. Eine Kurve quadriren heißt, eine enfs 
weder burch Dierganze Kurve oder durch einen Bogen der⸗ 
felben und durch gerade Linien begrehjte Ebene durch 
Zahlen ausdrücken, deren Einheit irgend ein bekanntes 
Zlädenmaß (Quadratzol, Quadratfuß, u. f. f.) beträgt, 

- &ei y=fx bie Gleichung einer Kurve AM (Fig. 15) 
„wwwifchen ihren vechtwinkligen Koprbinaten AP—=x, PM==y, 
und ber von des Abfciffenare AP, dem Bogen AM unb 
don ber Orbinate PM eingefchloffene Raum, der offenbar 
eine Funktion von x if, werbe durch Zr autgedrückt. 





. 


X. ια., ααανα eis Cake. 245” 


Seht AP=x in Ar=x-„k über, fo entiteht bie: 

durch aus dem Flähehraume AMP = Fx der Stächeh: 

raum AMP’ = 7 (x-4-k):; Tofinch iſt beider Unterſchied, 
ser PAMP'=Fx+-kK)—F, Wenn nun bei zu⸗ 
nehmenden Abfciffen die Orbinaten wachen, fo ift diefer 
Flächenraum PM MP’ größer als dad Rechte! aus BP 
und PM, hingegen kleiner ald. das Rechted aus PP’ unb 
PM’ d. i 

FGK) - FxK. fx 

| '<kf(z+b 
nehmen aber die Ordinaten ab, fo ift umgekehrt 
— PMM+P‘ <PP. PM-und gugfeid PM M'P’ > PP, PM’; 
folglich iſt derſelbe Klächenraum. immer zwifchen den 

Gränzen kfx, und kf(x-+-k) eingefchloffen: man wähle 

k’<k fo, baß derfelbe Flächenraum 

Fix +k)— Fx=kf(x-+-kN) 

fi, fo bat man mittelft des Tellor'ſchen Satzes, wenh 
man beide Thoeile der Gleihung mit k dividirt hat 
A+kfx+ıkf, x... -F, x PAKF, x KF, x.. 
für jeden Werth von k, ſetzt man hierin KS 0, wo⸗ 


PER 


L " ’ 


durch auch k’so wird, fe erhält man von 
 PRx=fx, ober d =/K, und hieraus 
 Fı=/Sfx.dx=/ydx 529) ° 


Bei ſchiefwinkligen Koorbinaten ift dieſe Formel noch im 

den Sinus bed Koordinatenwinkels zu multipliziren.  . 
377. Die Gleichung der Parabel ye =.px gibt - 

| [yax= Sax. Eix’= pi /zdr—ty pre 40 

wenn nun mit ber Abſciſſe x= 0, bie Fläche verſchwin⸗ 

den fol, fo,ift die Konſtante der Sntegration gleich Nut, 

und baher die gefuchte Fläche Pu = m 2.xy 80) 


Die Gleichung der Ellipſe yz. Ve x?) 





— 





‘ , fländige Integral 


. 
Li . - 
z , * > 
. ‚N‘ . ” x ” , “ . 
36 Die Rein. mit aha lm. "" 
- ® w er 
t “ 


u sit Syi=- * —X er). 


Wergleiht man dieſes Jutegrale mit ber Jormel 360), 
ſo ergibt rs a=zar, b=—1, und man erhält 


J Sya= lea) taeaen! )+r& 2 


wo bie Konſtante wieder verſchwindet, wenn die dlaͤqe 

zugleich mit x Null iſt. 

Seätzt man hir x=e, ſo wird ber &te Zei ber 

Ä eniptifen läge . 
= * as are, sır 4 en 
daher it die zläde der ganzen Ellipſe 
F=zahnr 832) 

Setzt man im letzteren Ausdrucke amb; fo erhält 

mian für bie. Zläche des reife a® gg, 


‚Bei der Hyperbel ift Jyia=: - [dzV (ze 0, alſo 
gibt bie Formel 359) 

—— bx , ab un 

— ee) Falcty ar —an)]+l 


wird nun dad Integral vom Scheitel an, wo x=a ifl 

gerechnet, fo wird, für dieſen Werth ber Abſciſſe die 
Flaäche verfhwinden, daher o=m—— Jahla + 

woraus folgt C= Jab Aa, und. hiedurch wird daB voll⸗ 


— sten 83) 


un. ift $xy be "Hlächeninhalt des Dreiedes CPM 
(Fig. 14) und /ydx=APM, daher if die Flaͤche 


CAM abi Ve. 2 








x. Wöttkietien, Evolutten umbı Erschentur. MT 
Heißt der Afpmptotenwinkel @, und zieht man AD zu . 
CR. parallel, fo iſt 498) fowohl AD x CD ald ud 
CN x’ MN glei 2la® -+-b>)—= ke, daher auch | 
4ADX CDsing=,CN x MN sing, oder Dreied . 
AcDDreieck CMN ): nun gibt die Formel 2X 


tdusin A= kr du sing, alfo 





—— ing.lu-tt. 

Sol nun die Zläche von der Ordinate AD an gerechnet: 
werden, fo muß fie fd u=CD=k verfhwinden, 
und man hat zur Beſtimmung von G die Gleichung 
C-+k? sing. ik=0o, di g gibt C =—ke sing. Ak, 
und, bie Fläche ADMN — ki singQ. 1r 835) 
Wenn man aber von ber Fläche CAMN bie Gleichung u) 
abzieht, fo bleibt ADMN = Sektor CAM, nimmt man 
nun k zur Einheit an, fo folgt aus 535) für. bie gleich 
feitige Hyperbel Sektor CAM = Au 53) 
oder die Zahlen, welche die byperbolifchen Sektoren CAM 
außbräden, find Logarithmen der mit denfelben zuſam⸗ 
mengehörigen Linien CN= u. Um tiefer Eigenjcheft 
willen nennt man die natürlichen Logarithmen auch vr 
perboliſche gogariibmen , ; 


Fe 
n 


Zangenten, Krümmungshalbmeſſer, Rektift⸗ 
kation und Quadratur bei Polarkoordinaten. 


| — 378. Sei & ber Neigungswinkel des Radiusvekto 
gegen bie Are ber x, fo ift für rechtwinklige Koord 
naten 
x=tcosa, y=Lsina, ſolglich A) 
dx = dr. cos @ —Idx. sin u) 
dy am di, sina + Ida cos @ v) alfe 


% 





Me. DR Küruen: nit einfader Brlnikung. 
a7 _ dtsina+tr. da.coaa 
dx dtcos@—tda. sına ® 
« fei ß der Winkel TMA (Fig. 16) unter weldyem bie 
Berührende dem Babiußveltor AM begegnet. Da in 
dem Falle der Figur, biefer Windel der Unterfchikb 


dee Winkel PMT, PMA ift, melde die Ordinate 
mit der Berührenden und dem Radiusvektor bildet, 


| ſo bat man, weil = die Zangente des erſtern, und = 
jene des letztern iſt, 





de x 5 | 

N y VE, mi Je — 

LZ PR dx ydy xdx Run iſt 4 x 
yay 


vax -xay ⸗- rd y = —r? cos’ a.disa= —r’da 
j .’ u... | 
und ydy-xdı=! —E—— 14. rd, alfo 


s6=-— 0) 


‚Ster iſt 25 8 negativ, weil fobald dx und dy einerlei 
Zeichen haben d. h. x und y zugleich wachſen oder abneh⸗ 
men, x bei dem Wachſen von & abnimmt, oder umges 
Fehıt. 
379, Stellt s einen im Punkte x,yoder, a 
fh. endigenden Bogen der Kurve vor, fo if 
ds=Y (dx? -+-ay?); es iſt aber wegen u) ») 
dx? = dr? cos? « — 2 1dr. sin 0cosa + r?da?.sın? & 
Ay? = dr? sin®a-+- 2 1dı sina. cosa-rı?.da®. cos? a 
delslih ds = [Y (di? --r? da?), und bieraus wird 537) 
r’d 

Say + ZI= SU (+) © 0'838) 
je nachdem man de Durch x und dr, ober x ımb ar durch 
a und da augedrück 5 bat. 


— 


' 
\ 


x], Longenten x, bet Weturkordinuen, es 
980, gieht non durch den Pol A die auf AM 


ſenkrechte Gerade RT. , und verlängert fie beiderfeits, bis: 


fie dee Tangente MT’ und der auf ihr fenkrechten Nor« | 


‚male MR begegnet, fo heißt das eine Stüd AT! die 
Subtangente dad andere AR die Subnormale 


Ä Man hat alſo bei Polarkoordinaten 
die Subtängente = It, = — . 539) 
und, weil bie Winkel AMT‘, AMR ſich zu einem rech⸗ 


ten ergänzen 


| dt 3 

die Subnormale =rtcotß =. | 540) 
ferner folgt aus den zwei vechtwinkligen Dreieden 

AMT’, MAR 

3 
die wangenie =Y (tr + +3 nn ) 
Van 34)) 

Ye Normele = rn gar) = 6%) 


— — — — —— — — 


381. Zur Beſtimmung des Krümmungspalbmeffers 
gibt die Formel 522) | 
Rn i 
 dy d’z—dediy | 
wenn man aber in den Gleichungen u) v) (378) da ai 


unveränd erlich betrachtet, wird . | 4 
der der. cosa—?2dtda sin a— Ida? cos a und 
\ ey=dr.suc+t 2 dı da cos a —1da® sinn 


fubftituirt man dieſe Werthe nebft jenen, in der obigen 
hormel, ſo erhält man 


(der. i dort 
ıda d?ı — ı?da? —2dı? da 


' 


R= : man erhält dens 543) 


— 


———— a. 


U" Die Kurven mit einfacher Relemnin. 
. Pelden Ausdruck auf einem kuͤrzeren Bege, went man 


‚seht wählt, wodurch a=ır, alſo 


. MI- 
x a 


bindet, bie Flaͤche des Trapezes 


es iſt aber 


oder wenn man ſubſtituiret, wird 


‚ber Parabel hat man nad, #78) 


. „Integrirt man biefen Anstınd v0), und berhaf 


. - nn u 4 
- \ \ u 
t 
ı A 
4 


bie Abfciffenare auf der Richtung bes Radiusvektor fen 


ain , cosa=0 wird, mithin 
| z—Ide, dx=—?2drde 
dy=dr, dy=d?r-—-1da:. 


382. Sind x, y, x, y“, dierechtwinktigen Koorbinaten 

der Punkte M, M’, fo bat man die Fläche des Dreieckes 
APM' — —3x 

‚“APM=! xy, und wenn man M mit MI vers 


‚PM Mr'= (x —x)(y'ky) 


.MOM’ = PMM'P’_POM'P' 
AOM=AMP-—AOP 
alfo ihre Summe 
AMM’ == PM M'P'’_ (AOP +PO MP) + Au 
== PMM'P' — AM'P'-- AMP 


Fläche MAM' = (x'y — iz). Sf aber 544) 
. zuex+dx, yP=y--ay, ſo wird | 
&lähe MAM' =} (ydx—xdy), und wenn man bie 
bie, vorhergehenden Werthe aus A) u) und v) feßt 

Fläche MAM’=}r2 da, woraus für die ganze . 545] 
gwifchen dem Bogen ber Kurve und dem Radiusvektor 
enthaltene Fläche, der Ausdruck „Sr? da folgt. Bei 


— 


14 cos v cos? 4v alſo 


ı= 
jr av Ze PET == yp®dvasct vd ie: iv) 


catıv. 


tiget, baß . 





{ 
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fer set ut euttgt svfel, ® ei man 'bew 
wabouſchen Sektor 


r⸗ dv= Kprtsiv(i tier) == 546) 


383. Die Infinitefimaleechnung flieht jede Kurve 
als ein Unendlichvieleck an, deſſen jede der unendlich klei⸗ 
‚nen Seiten dad Differential des Bogens vorſtellt, mits 
bin den Werth ds erhält: und da fie zugleich Hypothe⸗ 
nuſe, eines rechtwinkligen Dreiedes iſt, deſſen Katheten 


' 


dx und dy find, fo hat man ſogleich ds® = dx? Fady? 


wie oben. 


Sf in (Fig. 15) PM=yPM'=y+ dy,EP=är, 


ſo bat man bie Fläche des Trapezes 
BMM'P'=}(y--y-+-dy)dx=ydı-H1dy.dx, oder 
das Differentiale ber Fläche = ydx, weil dy. dx gem 
_ ydx wegen (113) außer Acht kömmt. 


XIL Beſondere Punkte rummer Binin. 


| 384, Wenn die Gerade, wel 








in einem beftimmten Punkte berührt) in eben biefem 
Junkte durch die Kurve fo hindurdgehl\, daß bie bes 


ſelben zunächft liegenden Punkte der Kurve auf entge⸗ 
gengeſetzten Seiten dert Berührenden fich befinden, ſo 
beißt diefer Berührungspunft ein Wendungspunkt 


| der Kurve Ein folder Punkt iſt N in. J Kurve KOM. 


(ig. 17) 
2 Ein Rüdtehrpuntt oder eine Gpi tze beißt 
jener Punkt einer Kurve, in welchem zwei gegeneinander 
wicht konkave Aeſte einer Kurve fi enbigen. Dieſe 
Aeſte ehren alfo in ber Segenb ihres V reinigungt⸗ 






im Punkte © ee 18) oder es ift bie | 
bdeb seinen Aſtes gegen bie konkeve des anbereu 


eine krumme Linie j 


302 Dis Kurven mit einfader Sukmmung. 


vendet, wodurch ceine Spitze der gweiten Urt 
die auch ein Schnabel heißt, wie GC’ gebildet wird. - 
". Mar. nenuet einen vielfahen Punkt eine 
Kurve denjenigen, Durch welchen mehrere Aeftederfelben hir: 
durchgehen, fie mögen fich dafelbft fehneiden oder berühren. 
Der Punkt M 3. B. der Kurve AMBMN (Fig. 19) iſt 
ihr doppelter Punkt. 


385. Sei y=fx bie Gleichung einer Kurve AM 
(Fig. 15) zwifthen ihren rechtwinkligen Koordinaten 
AP=x,.PM=y, man führe durch die Punkte der | 
| Abfeiffenare pP’, P”, die um die Größe PP—=P'P"=k 
von einander. abſtehen, die Ordinaten PM’, PMꝰ, 
hingegen die Geraden ME, M’E’darauf ſenkrecht; ſo iſt 
— 

PM'=f(x+2k)=fx+2kfe-+r lab f,xH... 
alfo auch, wenn man biefe Ausdrüde von einander 
abzieht, 

ME—kf,x +ilfx +,!kf,x 
ME—kfz+3kS+r!7kef, 
Zieht, man die Sehne MM’, bis fie d 
PM’ in B’ begegnet, fo ift 
BM"=ME—M'E=— (kefx+kef,2 
Denkt man fi) zulegt kim Moment ded Verf 
und = dx, fo erhält man, die höheren Poterzeh von 
dx im Geifte der Differentialrechnung außer Acht laſſend 
M’E=.ay, und BM’=d’y. Nimmt man aber die Groͤ⸗ 
Ge k-fo klein daß in den Ausdrücken A) das erfte Stich 
AF, x größer wird, als die Summe aller folgenden Glies 
der, fo werben die Ordinaten wachſen oder abnehmen, 
je nachdem f,x pofltiv oder negativ iſt: woraus man bes 
urheilen kann, ob ein Zweig einer Kurve fich immer mehr 
und mehr voh ber Abfeiffentinie entfernt, oder aber ihr 
ſich näpert. Aus demfelben Grunde iſt BMV poſitiv ober 

\ . . 


' 












a 
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negativ d.h. die Kurve AM” muß gegen bie Abfciffenare hohl” , 
oder erhaben werben , je nachdem F,xX negativ oder po⸗ 


fitiv ausfällt: in ber That iſt BM in Fig. 15, wo 


bie Kurve AM” ihre hohle Säte der Xbfeiffenare zu⸗ 
wendet poſitiv, weil NR MPo, hingegen in Fig. 20 


negativ. Iſt endlich für irgend Inen Werth von x die. 


Größe f,x=D, fo wird die Ordinate y der Kurve in 


biefem Punkte, einen größten oder kleinſten Werth ha⸗ 


ben, je nachdem f,x negativ oder pofitiv iſt, das heißt, ö 
je. nachdem bie Kurve gegen die Ab siffenare hohl oder 


erhaben if. Da aber F, x ben — bedeutet, und | 


letzterer die Tangente bed Winkels vorſtellt, den bie Ber 


are paralleı laufen. 


tührungslinie mit ber Abfeiffenare einfchliegt, fo muß 
im Punkte der größten oder kleinſten Or— 
dinate, bie Berührende mit ber Abſciſſen⸗ 


386. Da bei einem Wendungspunkte (38% ber 


hohle Aft der Kurve ſich an den erhabenen anf ſchließt, ſo 


muß der Werth von F,x in dieſem Punkte fein. Vorzei⸗ 
hen ändern; fegt man alfo f,x=o, und ift > B,7,x 


| Negativ für x=«e, und poſitiv für x=Pß, ſo folgt 


Fin 


hieraus, daß die Kurve in dem durch die Abſciſſe & bes 
flimmten Punkte ihre hohle Seite und in dem durch bie 
Abſciſſe 8 beftimmten Punkte ihre erhabene Seite der 
Abfeiffenage zukehrt, daß daher zwiſchen @ und £ eine 
Abſciſſe ſich angeben Yaffen muß, durch welche die Lage 


eines Wendungspunktes beſtimmt iſt. Sei z. B. 


 y=arb(x-—c)®. die Gleichung einer Sure, man | 


erhält durch die Senn 


30 c)?, alſo? =0 > gibt x=c, ferner ift 


Kutits Analyſis. 3 


— 
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d? . . 
= =bb(z2--c) pofitiv odernegativ, je nachdem x>c, 


oder x <c.geriommen wird, baher hat bie Kurve im 
Punkte, deffen Abfeifl x = c ill, einen Wendungspunkt. 
387. Zwei Aefte\einer Kurve koͤnnen fi in einem 
Punkte nicht endigen ohne vafelbft eine gemeinfchaftliche 
Tangente zu haben: führä man alfo die Are der y,bie 
fer Tangente parallel, wird im Kal einer Spike 
(384) ihre Drbinate den Kleinften oder größten Werth 
haben, je nachdem biefelbd gegen bie Abſciſſenlinie ge: 
kehrt, wie in C, oder von diefer abgewendet iſt, wie in 





ſenkrecht geht: endlich wird der Werth ZT fein Vorzei 
chen nicht ändern, man magx>a, N nehmen. 
3. B. Die Kurve deren Gleichung y= +e(x—a) 
bat im Punfte x=a, y=b eine Spige: denn die 
Sleihung gibt für x=a, ein Heinftes y.\ferner 


dy__2c , dx _ en: 
are il aſe = fir zn, ati if 


a’y _ 2€ | 
Ze gg de fir zn, J 


negativ, wenn c poſitiv iſt. 
388, ae im char Gleidum ya fr 
irgend einen Werth x—=b, blog einen Werth, hin⸗ 


gegen der Audtend für T mehrere Serthe, ſo hei 


bie zagchlrige Kurse im Punkte x=b, einen vielfa⸗ 
den Puntt. Sei z. B y=arız—b)yx, fs fa: 
gibt ab fr z=b, ya, für jcden andern Werth 








4 
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von x aber findet man zweierlei Werthe für yz3 es ſchnei⸗ 
den ſich ſonach die zwei Aeſte der Dun im genannten 


Punkte: fucht man nun den Werth für @ = fo erhält man 





mithin ift jener Punkt ein boppeiter. oder z weis 
faher Punkt ber Kurve. \S. V. II. 158.) 


y sun, Linien höheret Ordnungen. 
389. 6 Die Neil'ſche Parabel ober bie Kurve 


fämmtlicher Krümmungsmittelpunkte einer Parabel, er⸗ 


hält, wenn man die Are der Parabel zur Abfeiffenare 
und ben Punkt C er 13): zum Urfprunge wählt, die 


— — —2— 
— — — 


Gleichung u⸗ 15. 7. : nimmt man aber die Are der ‚sm 


Parabel zur Are der y, und die durch die Spike ald An⸗ 
fangspunft gezogene Senkrechte zur Abfeiffenlinie,, fegt 


ı»p=a, fo wirdihre Gleichung y*=ax:.. 548) _ 


In diefer Geftalt zeigt die Gleichung, daß es fowohl für 


pofitive ald negative Abfeiffen Punkte der Kurve gibt, 


welche fich daher in zwei unendlichen Aeften erſtreckt. Da 
dx 


dy gas 
im Anfangöpunft ber Koordinaten auf der - Abſciſſenare 
ſenkrecht fällt alſo mit der Ordinatenaxe zuſammen. Hier⸗ 


aus folgt die Subtangente Cu =zX, die Fläche 


$ 
3x3 
—=— füx=o, null wird, fo. fteht die Zangente 


[ydx za’ fx! dx =2Y axs, und ber Bogen | 549) 


d x 2 
s=/V (ar +ayr)=ı/ Ey at 498): 
j ‘ x3 oo. 


J 


23 * 
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" ⸗ 
fegt man xu, fo wird de=3u"da, alſo 


s—=/fudu V (48° +9u)=7, (4a! +9 zer 550) 
ſonach ift dieſe Kurve algebraiſch zu quadriren und zu 
rektifiziren. 4 
390. Beſchreibt man über AB (Fig. 20) als 
Durchmeffer einen Kreis, errichtet in B eine Tangente, 
und zieht an beliebige Punkte berfelben von A aus die 
Sekanten AN, AN’ u. f. f., fehneidet endlich auf jeder 
berfelben dad Stüd AM=CN, AM’= CN’ f. f. 
fo heißt bie fo entflehende Kurve AMM’ wegen ihrer 
Aehnlichkeit mit einem Epheublatte die Ciſſoide bed 
Diokles. StAP=x, PM=y, und AB=2a, fo 


bat mm AM? =x! + yBN=T7, und 


AN: 4aty” | u 
= rt 4a°, alfo wegen B—=ANXCN 


wird 2ay=x’ +y?x, welches bie Sleihung 551) 
der Ciſſoide iſtt. _° 

Hieraus folgt, daß die "Are der x der Durchmefler 
biefer Kurve it: dag für x=2a, y unendlich wird, 
alfo BNN’ eine Afymptote der Kurve fei. 


391. Die Gleichung 551) gibt fo fort 
en. xVYx=yV (Ra—x), alſo 
xY (2ax— x?)=y(2a— x): nunift 

V (2ax—x®)=PR, und 2a—x—=PB, demnach 
. wid APx PR=PM xXPB, over PM:AP=PR: PB u) 
aber im Kreife it PR: PB=AP: PR, fonady hat man 
PM: AP=AP: PR=PR: PB, d.i. PM, AP, PR, PB 
find vier fletige Proportionalen. 

Sc OD ein Halbmeſſer ſenkrecht auf AB, und.e8 
fhneide die AN denfelben in E, und cine an den Punlt 
Mgezogene Gerade MB in F, fo iſt | 
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AP: PM=AO: OE ») und auch = 
PM: PB=0OF: OB, daher entſteht durch die Mutti. 
plifation 

AP: PB = OF: OE und wegen u) wie PM: PR, Iſt 
nun OG die mittlere Proportionale zwifchen OF und OE, 

fo it OF: 0G=0G: OE=PM: AP und wegen v) 
wie OE: AO; daher find OF, OG, OE, AO vier ſte⸗ 
tige Proportionalen, Wenn alfo zwifchen zwei Geraden 
AO und OF zwei mittlere Proportionalen zu finden find, 

fo befchreibe man mit ber größeren AO einen Kreis, zeichne 
die zugehörige Eide, und trage die andere OF auf 
den fenfrechten Halbmeffer OD, ziehe BF bis fie bie, 
Ciſſoide in M, ferner AM bis fie den Halbmefler in E 
ſchneidet, fo ift OE die größere ber gefuchten Geraden, 

392. Die Subtangente der Eiffeide wird 
ydx 2 


— —* 


dy Say" der Krümmungshalbmeſſer hingegen 


ar? (8a— 3 x)s 
3(2a—x?) ’ 
IL Ktn ar“ x? dx . 
endlich die Fläche (yax = Ve) ' ergibt 
ſich aus der Formel 373) on 
| Sydax= — + AR) 


-+ za? arc. sin v. * 60, da aber mit x die 


erhält den Werth 


Fläche verſchwindet, fo iſt o % a? arc. sinvo-+-C, mit⸗ 
bin C= 0, und daher vollſtaͤndig 
Syax=—ı(x+3a)Y (lax— x!) +30? are, sinv. = —— 
552) | 
Für x=2a, folgt hieraus die zwiſchen ber Kurve AM’, 
. ihrem Durcmefler AB und ber: Afymptote BN einge· 
ſchloſſene Flaͤche — 553), / 
. / 


Er 


3* 
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Fig. 22): man verlängere jede Sehne AG, ‚AD beider- 


\ | (or 393. Sei ADB ein Kreis vom Durchndeffer AB=a, 
( 


fetö bit CM=CM'’=a, Dm= Dim’ =a u, f.‘f. wird, 


fo heißt die Kurve, in welcher fämmtlicde fo beſtimmten 
Punkte liegen, von ihrer herzförmigen Geftalt die Kar: 
dio ide. Sei AM=r, und der Winfel BAM = v, fo 
hat man in dem rechtwinkligen Dreieck ACB, AC 3 cosv, 
ao AM=ra-F-acosv bie Polargielchung dieſer 554) 
Kurve. Sei ferner die Abſciſſe AP=x, und die Ordi⸗ 
nate PM=y, fit x=rcosv, wr=x: + y3, 


alſo auch wegen 554) V (x° +y’)=all ya | 


N 


oder wenn man biefen Ausdric rational macht, und nach 
y ordnet, wird 

y’— y!(a® +-2ar— 2x?) — Lux +x!=o 95) | 
die Kogrbinatengleichung der Karbioide. | 


394. Aus der legten Gleichung erhält man 
y?=42a° +x(a—xr) ka a(a-+4x), woraus 
folgt, daß y fowoßt für x 20, aldauhfürx—=2a null 
wird, fonach ift die, Abſciſſenare ABG ein Durchmeſſer 
der Kurve, welche er in den Punkten x=o, md x—=% 
fchneidet. Iſt x» — 44, fo gibt die Gleichun 
y=+ztaV), als Werthe der größten Ordinaten, 
welche den negativen Abſciſſen zugehoͤren, denn für grö- 


‚Bere negative x wird y. imaginär: bie Kurve ift fonach 





eine gefchloffene Frumme Linie. Zür-x=o erhält man 
aber y=+a und y=o. Differenzirt man nun die Gleis. 
dung 555), fo erhält man 
dxz _ __2x°y-2y® _2 key—ar 7 556) 
day 2xs T2xy? —3ax? —ay: 
Sept man hir x=o, Terner y=aun y=0; fo er: 


gibt‘ #4 —— und Frauke d. i. die Tangente des 








ſonach mit der Ab 


punkte dem doppelten Winkel an ber Peri 
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Endpunltes der in Aerrichteten Ordinate ſchließt mit 
ihr einen Winkel von 450 ein, lwährend die Tangente 
des Punktes A auf derſelben Ordinate ſenkrecht ſtot, 
iſſenaxe übereinfaͤllt: und da ſich zu 
beiden Seiten berfelben für negative Abſciſen unser 4a 
Punkte der Kurve befinden, fo ift A eine Spiee ber 
v4 


395. Sieht man dezend einer Sehne ac ben 
Halbmeffer OD parallel, nimmt auf feiner Verlängerung .- 
DE=OD, und beſchreibt um E ald- ‚Mittelpunkt mit ' 
dem Halbmeſſer DE einen 6, fo hat man wegen 
den gleichen und parallelen Geaden CM, OE aud 
CO=ME, mithin geht der um befchriebene Kreis 
durch den Punkt M; da ferner der Mintel MEF—=COD » 
—0OCA=CAO, und COB als ein Rinfel am Mittel: 
erie CAO gleich 
iſt, ſo hat man auch DOB=COD = "mithin find 
ihre Nebenwinter AOD und DEM, folgfih auch bie 
Bogen AD und DM einander gleich. Die Kardioide 
wird alſo won einem Punkte. M der Deripberie eine 
Kreifes .DMF befchrieben , während diefer Kreis\fich auf 
der Peripherie ADB. eines andern.ihm gleichen Kreiſes 
bewegt. — 















— — 


.” 


— — — — —— 
x 


·— — 


— —— —2— 


306. Wählt man außerhalb einer Geraden AB e 


ig. 23) einen Punkt C, von dem man eine beliebige 
Anzahl gerader Linien CD, CE,CF... sieht, und 


macht an denſelben ihre jenfeitd der Geraden AB befind- 


lihen Stüde DG, EH, FJ... einander gleich, fo 
heißt ‚Die durch Die Endpunfte fammtlicher Einien gezo⸗ 


gene Kurve von ihrer muſchelförmigen Geſtalt die Kon— 


hoide des Nikomedes. Sei DG=a, CH=r, 
alſo CE=r—a, und auch CE=bsec v, daher R 
T—a=bsecv, fo it r=a-Pbsecv die Polar⸗- 557) 
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gleichung biefer Kurve. Beftimmt man auf gleiche Art 

Nunkte diefleits der Geraden AB, indem man JF=EH= 
Di, =aabfchneidet; fo entfteht eine unte re Konchoide, 
deren Sleihungr=bsecv—.a ifl. 

| Nimmt man die Gerade AB zur Xbfeiffenare und 

in ihr den Pundt D zum Urfprung , fo hat man für its 
gend einen Punkt L der Kurve DL=x, LJ=y, mit 
bin FL=Y (a? -y’)ı und DF xy (a9): 
nun iſt 


u 
* va” vr Va FR}? 
hiedurch entfleht die Gleichung 


„„Ineeon) ‚ wo für Punkte der uns 558) 


: teren Röndoide y negativ zu nehmen ifl. Ordnet man 
diefe Gleichung nad) y, fo erhält man 

y°+-2hy’ + yrdk® — a: +h’)—2arhy—arbe=o 559) 
die Koorbinatengleihung ber Konchoide, welche demnach 
eine Kurve ber vierten Ordnung ifl. 

. 397. Diefe Gleichung zeigt: a) daß ſie wenigftens 
zw i reelle Wurzeln hat (160) eine pofltive und eine nes 
gative, ‚hat fie aber vier reelle Wurzeln, fo find darun⸗ 
ter drei negative ‚und eine pofitive (161); es Fann alfo 
die untere Konchgide von einer zur Ordinatenare paralle⸗ 
len Geraden wie Mm‘ in J Punkten gefchnitten werben, 
b) Dog fr y-o,x=oa wird, d. i. ed kann bie 

Kurve nie der XAbfeiffenlinie \begegnen , die Daher eine 
Aſymptote beider Konchoiden ift,. und da Die Grenze welcher 
fi die Gleichung beim unendlichen Wachfen von x ohne 
Ende nähert x? y? — ash? iſt, woraus xy— tab die 

Gleichung einer auf ihre Afymptoten bezogenen Hyper 
bei 498) folgt, fo nähert ſich die Konchoide immer mehr . 

und wmebs eüger „gleichfeitigen Hyperbel, deren Halbare 
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V ab iſt. e) etzt man aber in ber Gleichung — x 
flatt x, fo —* ſie ungeändert, mithin ſind die Aeſte 
beider Kurven ruͤckſichtlich der Ordinatenarxe gleich und 
ähnlich. 

Errichtet man'\ auf dem Radiusvektol CJ die ch 
ſenkrecht bis fie vr ormale N3 NJ begegnet, fo if nach 
540) die Subnormal | 


(N= En dsevig =(rF ä)tgv=CF. 15601 


den auf bemfelben Radiu vektor liegenden Punkten J,J 
gemeinſchaftlich: verbindet man aber F mit N, fo iſt 
auch CN == CF tg CFN; daher find die Winkel GCJ, CFN - 
einander gleich, oder die FN parallel zu GC, Dean fann 
alfo zu einem beliebigen Punft J oder J’ einer Konchoide 
eine Tangente führen, wenn man den Radiusvektor CJ 
zieht, welcher die Gerade AB ‘in F fchneidet , und durd) 
F die FN zur GC parallel führt, bis fie der auf dem 
Radiusvektor in C errichteten Senkrechten CN begegnet, 
fo ift beziehungsweiſe die Verbindungslinie IN’ IN eine 
Normale, und die auf ihr Senkrechte JT, vr‘ die ge: 
forderte Tangente, ’ 


398. ‚Den Ausdruck 538) kann man auch fo fehrei= 
ben: x= G + 1)V (ae —y?), woraus burch die wir | 


ferenzirung Pigt: 

de _ ab+y® = _ y y? U (@-y°) ) 

y PVeyy any 56), 

als Tangente bed Winkels, Gen die Tangente ber Kurve 

mit der Abfeiffenare einſchließt (351). "Nun gibt die 
Gleihung 559) für x = o die Werthe y =-+34,y= = —a, 
und die doppelte ne y=-—b: füy=-+a erhält 


man aus 560), = = 0, mithin ſind die Tangente ber 


4 


N 


\ 
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| Punkte G, K der Affen parallel: fest man aber 
2 —_h? 

y-—b, fo ergibt ſich“ = =— „UE, wel⸗ 
cher Ausdruck reel wird, — oft als a>b ift, er liefert 
zwei gleiche entgegengefete Werthe für den Neigungs- 
winkel der Tangente des Punktes C gegen bie Abfcifs 
fenape , daher diefer Punkt ein doppelter Punkt. der um: 
teren Konchoide iſt, welche in ihm einen Anoten CH’K 
bildet, Si a=b,% wird = ame 
und bie Tangente bed Punktes G fällt in die Ordinaten 
are, woburd der Knoten zu einer Spige wirb: ifl end 


ih a<pb, fo erhält pe einen imaginären Werth, dann 


ift C ein abgefondert liegender Punkt der Konchoide. Die 

Borausfegung € b-+-y° =, gibt in 560) wema>b 

if, 7 = ©, d. i. die Drbinaten der zwei Punkte H', O 

deren Tangenten auf ber Abfciffenage ſenkrecht fiehen, und 

welche die Breite des Knotens begrenzen, find —Vasl, 

die ihnen zugehörige Abfciffe ergibt fi) aus 558). 

Durch ferneres Differenziren, findet man aus 560) 
ay_ a? y!(2ab—3by*—y?) 

\ dx? (a? b-+-y°)' 

“ welcher Ausdruck zeigt, daß für y= ta bie Kurve ge: 
gen die Abfcifienare konkav, hingegen fr „= —b' 
Tonver ifl. Ferner ergibt ſich aus 501) 

a(y‘ +2by° —+-a? ht)z on 
Ren ge+sbp—ae) 00 
399. De die Fläche des Sektors GCJ dur) /x⸗ dv 
auögetrüdt wird, md r—=a-+-bsecv if, fo bat man 
diefelbe . Fläche = ı/(bsecv--a) ar 
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— 1 /(h® sec? v+2absecv-Ha?) dv: nun ift 306) - 
fh sec? vdv=b? tgx, ferner nah 3277) _ 

S2absecvdv= 2abi(inry v), endlich 

Ja’dv=a?v, daher dieſe Fläche, 

=yb: tsv-tHabäig (An v)+} a® v, zieht - 562) 

man hievon die Kläche des. Dreiede DCF, nämlich 4b? tgv. 

a5, fo erhalt man für die Fläche DEF den Ausdrud 


albits Grafiv)t+ av] N 563) — 
INS Be 
XIV. Zrandcendente. Kurden. — 


A: Wenn in einer Kurve ODM Fig. 24) die auf 
inander folgenden Abſciſſen AG, AP, AM... nperu 


men der zugehörigen Ordinaten CD, PM, PM’. 
find, fo heißt fie eine logarithmifchd Linie oder 
Logiftit. Für einen Punkt M fe AP=x, PM = =y, 
mithin x=log.y , ober wenn unter a die Grund» se 
zahl des Iogarithmifchen Syſtems vorgeftelt wird y= 
bie Koorbinatengleichung de ‚Kurse, Aus biefer Ski 
Yung folgt; “ 
a. Daß bie Eogiftil zu beiben Seiten der Orbina- 
tenare ohne Ende fortlauft, demnach aus einem einzigen 
unendlichen Afte befteht. b. Nimmt man die Ordinate 
im Urfprunge AB=1, und maht AC=AB, fo iſt die 
dem Punkte C zugehörige Ordinate CD= a der Grunds 
zahl des durch die Kurve vorgeftellten fögarithmifchen 
Syſtems gleich. c. Iſt a>1, ſo wird für pofitivex der _ 
Werth von y immer zunehmen, für negative xaber im- 
mer fort abnehmen, ohne je zu verfhwinden, d. i. es 
entfernt ſich die Kurve in ber Gegend der pofitiven Ab: 
ſciſſen ohne Ende von ber Abfeiffenare, während ihr an- 
derer Theil BO ſich der Xofciffenare ohne Ende nähert; 
die Apfeiffenlinie QX ift alfo eine Aſymptote der Kurve. 


- E - | W Be —— 
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“1, Das Differentiale der Gleichun 564) gibt 
dy = a" dx. Ja ydx. ia, mithin iſt die Bon 


| Subtangente = 4. eine unveränbertjhe Größe. 565) 


4a 
Sept man la— n, fo findet fi die. f 
Subnormale. I- =ny?,undbe , 566) 
* * 2 
Krümmungehalbmeſſer — * —— oo. 567) 


Ferner ergibt fih für as. ber Kuprad 
ray, deſſen Integrale nach 358), wenn man 
X=1+my',x—-y,a=l,ı=—1 ſetzt, wird 


„VAtay)+ ara DL und nach ber 





Formel 344) ift 

f day _ ‚Kump)-1_ _ „14V (imey:) 

“ y Y(d-Hn®y°) y e . y - ⸗ 
daher ift 


s=ilV (dtp) — „IV ren) 


da füry=1, so wird, fo ift vollftändig | 

—1/ gl V tny)y 

s=iY A-Hn2y2)— Yin IH, +Viemey — 568) 

Endlich iſt die Släche ABPM ober oo 

| Ssa=I40-I4 569) 

weil die glache für ;= = 1 verfchwinbet. | \ 
402, Die krummen Linien, welche ſich nach einem 

beſtimmten Geſetze in einer unendlichen Anzahl von 


Windungen um einen Punkt A (Fig, 25) efseden, nennt 
man € pi r xalt n. 


1} 
. 





nn Bu \ af 

| XIV, Transtenbente Kutoen, zu / 365 

- Wenn um den Mittelpunkt des Kreiſes BON der 
Halbmeffer AN fich gleichförmig bewegt, und guf diefem - 
ber Punkt M vom Mittelpunkte A ſich fo entfernt, dag 
immer AM zu dem Halbmeffer AB fich verhält, wie der 
zugehörige Kreisbogen BN zur ganzen Petipherie, fo 
beißt die vom Punkte M befchriebene Kurse bie Arie 
mebifhe Spirale. Ihre Gleichung ergibt ſich aub der. 


AM? AB 
Proportion 3 4 }= f: Um: oo 
nämlih Onı=v / 570) 


gür v=2n, wird re 1, hingegen wenn v= nr 
it, wird rn; es ſchneidet fondd bie Spirale nach 
dem erften Umlauf des Halbmeflcfd den Kreid in B, und 
gebt dann in unzähligen immer rößeren Bindungen um 
den Kreid. . / 

. 403. Die Subtangente derfelben ift, wenn 'man 

' gi 2 

in 539) a mit v vertauſcht Stirr= = 3 ‚ alfo für 
v=2n, wird fig ber Deripheie bed Kreiſes gleich. 
Die Subnormale 540) = =, if unveränderlich 5; wenn. 
man alfo auf Dem. Radiusvektor AM.bie Senkrechte CAT 
errichtet, und auf ber Seite ber zunehmenden Radien⸗ 
veftoren die AC= (2r)”! abfchneidet, und C mit M 
verbindet, fo ift CM eine Normale, und die aufihr Senk⸗ 
techte MT eine Zangente des gegebenen Punkte M. 

ı Der Krümmuingöhalbmeiler findet “ nach 543) 


— und der Bogen AM nab 537) 
ds=}YnfdvyY (1+V®), woraus mittelft der Formel | 
359) folgt s= 4 rn lvV (t + v*)-HAv + (I4+7?)] 570) | 

404. Wenn ſich aber bei der gleichförnigen Ume 
drehung des Halbmeſſers AN, der Punkt M von A fo 


‘ 


dungen bem Punkte A (Fig. 26) one ihn je zu erreichen. 


— 


A * 
366 Die Kurven mit einfacher Krümmung. 





entfernt, daß die den in einer arithmetiſchen Reihe 
auf einander folgenden Neigungswinkeln zugehörigen 
Radienvektoren nach einer geometrifchen ; Reihe zu= 
nehmen, fo ‚befchreibt ber Punkt M die logarit h⸗ 
miſche Spirale. Die Neigungswinkel v find bei 
diefer Vorausfegung Logarithmen der zugehörigen Radien⸗ 
veftoren r, man hat alfo die Steidungy— =logr 57) 
So lange: als v pofitiv if, wächſt der Kadiusvektor ohne 
Ende: für v=o wird r —1, und für negative Werthe 
. von v wird r immer kleiner ohne je zu verſchwinden, 


weil aus der Gleichung 572) unmittelbar a —r folgt, 
‚und diefer Ausdrud immer pofi itiv bleibt, wenn auch v 
negativ angenommen wirb: diefe Kurve nähert fich alfo, 
indem fie rüdwarts fortgeſetzt wird, in unzähligen Min 


Die Subnoimale 5 * = iff gleich T; woraus folgt, daß man, 


um eine Zangente” an einen gegebenen Punkt zu ziehen, 
nur eine Senkrechte auf deſſen Radiusvektor zu errichten 
hat, die demſelben gleich wäre, ſo iſt die Verbindungs⸗ 
linie ihres Endpunktes mit dem Punkte der Kurve eine 
‚Normale, alfo die darauf Senkrechte eine Tangente ber 
Kurve. Nach der Formel 34%) ergibt fich 
ds=dıY 2, aposerY2+C=(r—I)Y?2 573) 
ferner ift ift des=dr.dv[Y 2, und daher ber 
Krümmungöhalbmeifer =rY 2. ur 574) | 
405. Die Koordinatengleichung diefer Linie zu er 
halten, hat man nach den Kormeln 411). und 572) 


v=art.tg 2 =ht=iV (x? + y?), beren Differen- 
tiale nach 260) und 245) 


 xdy— yd xdax+ ydıx . . 
nei ift; hieraus folgt 





® \ 


* 


ı 
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u | 
\d= —— daher 
| [a y)r+@+y)] _242(84y:) 
dı= dx? dv?= 2. m * — — — 
— —— — 
und dey a I, ‘aber moi bat für die 

Koordinaten der Evolute einer Kurve 5%) 

Ray __dy dx? -+-dy? 
a m 
dx? IT, 


heyhor+ 55 alſo iſt auch, wenn 


man die vorhergefundenen Werthe von dey und dx⸗ dy⸗ 
ſubſtituirt 
3* — — __ ——— 
. xdy—ydax ; xdy— ydx 


_ x(ydytxdz)_ 
wegen ge), und u= ae = =x | 


‚oder die Evolute AN der logarithmiſchen 
Spirale iſt eine ja vorigen gleiche und 
ähnliche Spirale. 


- 406. Seien AC, AB (Fig. 27) zwei Senkreche, 
man beſchreibe aus A mehrere konzentriſche Kreisbögen 
PM, P'M',... und mache fie der Länge nach gleich ver 
Geraden AB=a, fo liegen. die Punkte M, M in ver 
byperbolifhen Spirale. Heißt bie Länge des 
mit dem Halbmeffer Ap = 1 befhriebenen Kreiöbogens pm 


‘ PM . , 
=v,f hat man * * AP ==, die Gleichung vr.=a575) 


deren Analogie mit der Gleichung 498) diefer Kurve den 
Namen gegeben hat. Es ift leicht einzufehen, daß der, 
Aſt QM’ fi) der Geraden BD immer mehr und mehr 
nähert, welche ſonach eine Aſymptote der Kurve iſt, daß 
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- a ® | - * 
ferner r= nicht null werben kann, außer wen v=o 





wid, iſt alſo v=2r,v=4rn,. . . ſo wirbr immer 
Heiner, mithin nähert fich die Kurve in unzähligen Wins 
“ dungen immer ‚ehr dem Punkte A ohne ihn je zu ers 
reihen. . - 

Wenn bei gleich junehmenben Neigungewinkeln die 
Radienvektoren im quadratiſchen Verhältniſſe wachſen, 
fo heißt die zugehörige Kurve eine parabolifhe Spi- - 
rale. Shre Gleichung ergibt. fi) wie (402) Zr? =v 57 6) 

407. Bewegt fih, ein Kreis (Fig. 28) wöälzen 
auf einer geraden Linie fo, daß fich die Peripherie des 
Kreifes nach und nach auf diefer geraben Linie durchwins 
det, fo befchreibt jeder Punkt der Kreidebene eine Rabe 
linie, welhe die gemeine Cykloide genantıt 
wird, oder die verlängerte oder die verkürzte 
Gykle ide, je nachdem ber befchreibende Punkt in der 
Peripherie des Kreijes oder außerhalb oder innerhalb 
deſſelben liegt. 


Sei AX die Gerade auf welcher der erzeugende 
Kreis BMD ſich Hinwälzt, und M ein Punkt in feiner, 
Peripherie der befhreibende Punkt, ber anfäng 
lich in A war, man fege Bogen BU =AB=9,BC=r, 
fo ift der Bogen, ber zwiſchen den Schenkeln des Wins 


kels BCM mit dem Halbmeffer 1 befchrieben wird —- T 





‚und wenn nian —F X, *3 ſetzt, hat man 


die letzte der beiden —* n gibt 
—— —L=? r alfo IV Cıy-y)=un 2 und 


ven? 





—— — — — — — 





p =Tarc. cos are fubflituirt man- De Werthe in 
der erſten Fe fo folgt 


x=Talt.cos — — V (!1y—y)) 577). 


die Koordinatengleihung der gemeinen Cykloide. Iſt 
aber N der befchreibende Punkt, und man fegt 
AR=x, 'NR=y, MN=a, fo iſt eben ſo 


— 


z=090— —(@—a)sinZ, y=1-(r—a) cos2 


woraus ſich durch eine ähnliche Elimination von pergibt 
—E_V [as + 2r(y— a) —y°1'578) 
die Koordinatengleihung ber verkürzten Cykloide. Aus 


T- 
x=Tatc, cos 





ihr folgt für a=o, die Gleichung 577), ſetzt man hin- 
gegen a negativ, fo erhält man die Steigung der ver⸗ 
längerten. Cykloide. 


408. Aus der Steigung yar—rco® iſt zu 


erſehen, daß y am größten —2r wird, wenn cos ꝙ 
den Werth — erhält, wodurch ꝙ in. 1800 übergeht, 


"mithin H9=wr wird: man hat dann &— rer, und den 


zugehörigen Punkt der Cykloide nennt man- ihren Sceis 
tel. Nimmt man bdenfelben zum Anfangspunft, und 
feine Zangente DE zur Abfeiffenare, fo ift für jeden 
Yunft M die Abfciffe EF=t, die Ordinate FM = ur 
hiedurch wird y= = Au, x =m-i, 4 baber gibt die Glei⸗ 





hung 577) ne —t=rare, cos— 
oder | 


u 
t=r[n—.arc. cos 





— s | 
= 1 +Y (?ru—u?), allein 


n— ar0.cos(U—r)= ac. cos (r— u), fonach wird 
Kulikes Analyſis. *r 24 


x 
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—_y (2 u) 


! 
! 
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r—u | 
t rare. cos —— Y (2tu— u?) die zugehö» -579) 


rige Koorbinatengteifung.) 
Nimmt man aber den Scheitel zum Anfangspunkt, 
und, die Are GE zur Abfeiffenare, fo ift für jeden Punkt 
M, die Abfeiffe EO= BP, die Ordinate 0oM=q, und - 
man bat OM=EF BEN EO =u: hiedurch verwandelt 
ſich die Be 9) in 








gq=ratt. cos® + V (— mr 580) 
400. Da d. x are. cos” — = 7 ru) Pi us) — — iſt, fo hat 
man aus 579) dt= 2: _u) du 


de uytzr, 


alſo bie Subnormale | 
* | 
=u V3 , die Subtangente 581) 





— 


— am es ift aber V (2ru— u) 58) 


= (?!r— Wu= MO, daher TE=MQ; wenn man 
Alfo die Gerade MO parallel zur Baſis zieht, bi fie im 
Punkte S den Erzeugungstreis trifft, und S mit Ever= 
bindet, endlih MT mit SE parallet zieht, fo iſt MT 
die geforderte Tangente. ae iſt 


ds V (di? dus ⸗ ——* du, baher s =2Y iu, 583) 


| wenn der Bogen mit u zugleich verſchwindet: endlich hat 
man bie Fläche EMF=/udt =/du (Zru—u?), wel⸗ 
ches nach der Zormel 375) integrirt, gibt 


EMF =} (u—r) v(@ ru —u®) + 41° arc. sinv 584) 


‘ mo C=o ift, wenn bie Fläche mit u zugleich verfchwin- 
det: feet man hierin u=?2T, ſo erhält man bie 


m ————— Lam u hr 
ne 








— — — 
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gtäce EHA = yrr arc,sinv. 2 =} nr, alfo die Flaͤche 


AGE =2ni? — in? —=inr?, und bie Fläche ur 
ganzen Cykloide 2ZAGE =Irr?, 
410. Differenzirt man die Gleichung 577), ſo * 
haͤlt man 


ydy 275 
dem — — =d ——, um) 
U (2ıy =)‘ V; 21 y' 
dy= — endlich R —2/ 2ry: ſubſti— 


tuirt man dieſe Ausdrücke in den Gleichungen 5235), fo 
findet man . 


Bey re) 

=rart. cos —T +V (!ry—yt), und 
h=z—y, alfo in die Steigung für die Evolute der 
Cykloide g=rarc, cos „2 +-V (—2 rh—he), wel⸗ 
che mit 680) verglichen zigt, daß die Evolute der ge⸗ 


meinen Cykloide wieder eine der vorigen gleiche und ähn⸗ | 
liche Eyfloide AJ fei, deren Scheitel in A fich befindet. 


411. Bewegt ſich derfelbe Kreis flatt auf einer 
geraden Linie fo auf einem zweiten Kreife, und zwar 
von außen, fo erhält man widerum , je nachdem der bes 
fhreibende Punkt am Umfange des erftern, oder aber 
innerhalb ober außerhalb deſſelben gelegen iſt, Die 
gemeine, verkürzte, ober verlängerte 
Epicykloide. 


Sei DBM (Fig. 29) der fih an dem feften Kreis 
ABE fortwälzende Kreis, fo dag M anfänglich in A war, 
und nun die Kurve AMK beſchreibt, während K derje⸗ 
nige Punkt der Kurve fein fol, welden man erhält, 


wenn ber Durchmeſſer MCD in die Richtung EK gefom- 


men iſ ‚in deren Berlängerung der Mittelpuntt O legt, 
, 24% 


EZ 





x 
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‚fo daß die Bogen AB und MB, BE und BD einanber 
gleich find. Setzt man OP=x, PM=y,BognBE= . 
zoom BD=g9,0OB=R, BC= —=r, und Kürze halber 


=v?=V, ſo if CO=R+1,C0K=LC0O=v 


— 


= 
BCD= =Y, BCM=n—V, LCM= n—(V+V); 
folglich ift 


O0Q=0Cc0sCOK = (K-Hr) cosv, 

PQ=CM. cos NCLS -T coS(V V) 
Q=(R-+r)sinvML=rsin(V+v) Man hat aber 
x=00—PQ,y=CQ+ML: dieß gibt 
x—=(R-Hr)cosv-+-rcos(V + v) 

\ y=(R-+r)snvtrsin (V+v) 

Aus diefen beiden Gleihungen kann man nur inden Fäl- 
len, wenn R:r ein rationales Verhältnig m: 1 hat, bie 
Größen V, v eliminiren: dann tft nämlich . 
R=nr, alſo V=mv, und daher ' 

 x=(m+MI)rcosv--rcos (m +1)v 

y=(m+1l)ısinv +rsin(m+1)v. Entwidelt man 
die Sinus und Kofinus der vielfachen Winkel nad den 
Potenzen von sinv und cosv, und feßt hierin ſtatt 
sinv feinen Werth Y (1— cos? v), fo erhält man zwei 
algebraifhe Gleichungen zwifchen x, y und cosv, aus 
welchen durch Elimination von cos v ein algebraifcher 
Ausdruck zwifchen nnd y zum Vorfchein kommt, daher 
iſt in folhen Fällen die Epicyfloide eine algebraiſche 
Kurve. 
StR=ı,alfo V=v, fo hat man 
x=21cosvVv+ rcos⸗ 2v,y =?rsinv-+r sin2v, 
Dayer 

xe.-y2—=5r? +41? (cosv.cos? vhsinv.s sin? 29 

= 53? + Air? cos v, und hieraus 


586) 
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x?.Ly® 51° 
X: 
drude von x, nahdem man cos?v mit !2cos v—1 
vertaufcht hat, fo. erhält man ‚ 
8r’x=(r?+-y’—5r)(x -y°—ı)— 161%, 
welches nach gehöriger Reduktion die Gleichung ber Kara 
dieide gibt. 
412. Bewegt fi) aber ein Kreis MBD (Fig. 30) 
innerhalb eines feſten Kreiſes, fo befchreibt deſſen 
_ beliebiger Punft M, wenn er anfänglih in A war, 
die Hypocykloide AMK, deren Gleichung man 
erhält, wenn man bei obigen Bezeichnungen in 586) x 
negativ annimmt , da dann 
x=(R—r)cosv--rcos(V— v), und 
y=R—r)snv--rein(V—v) wird. J 
In dem beſonderen Falle da R2 iſt, wird 
V2v, alſo 2rcos v, FP=2rsinv, daher 
xe 42 —=4r?, welches bie Gleichung eines Kreiſes 
vom Halbmeſſer 2r iſt. u 


csv= : fest man biefen Werth im Aus⸗ 
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Viertes Bud. 


Flaͤchen und Kurven mit doppelter Krümmung. 
| 1, Lage eines Punktes im Raume. 


413. Denkt man fich durch einien beliebigen Punkt 
A (Fig. 31) ven Anfangspunkt der Koordinas 
ten, brei wechfelmeife auf einander ſenkrecht ſtehende 
Ebenen ZAY, ZAX, XAY, die toordinirten Ebe 
nen. gelegt, weiche ineihrem gemeinfchaftlichen Durch» 
ſchnittspunkte acht dreiflächige körperliche Winkel bilden, 
fo iſt die Lage eines jeden Punktes Mim Raume bes 
Tannt, fobald die Abftände deffelben von den Toordinirten 
Gbenen MB, MC, und ME gegeben jind, und babe 
beſtimmt ift, innerhatb welcher der acht Eden er liegt: 
denn bezeichnet man jene Abftände mit ce, b, a und 
führt dieſſeits und jenfeitö der drei Foordinirten Ebenen 
in ben eben genannten Abftänden ihnen parallele Ebenen, 
fo bilden diefelben ein rechtwinkliges Parallelopiped, daf- 
fen 8 Eckpunkte allein den Bedingungen Genüge leiften, 
Daß ihre Abſtände von ben Foordinirten Ebenen bezie- 
hungsweiſe die Größen a, b, ce find; ift daher noch. be⸗ 
kannt, innerhalb welcher der 8 Eden ein Punkt liegen 
fol, welches durch die Vorzeichen der Größen a, b, c 
. angegeben werben kann, fo bleibt über die Sage deffeiben 
Fein Zweifel mehr übrig, 


— 








q 
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Man nennt die drei Durchſchnittolinien AX, AY, AZ 
der koosdinirten Ebenen, die Aren, und die ihnen pa⸗ 
rallelen Abflände eines Punktes, deſſen Koordina⸗ 
ten, die man gewöhnlich mit x, y und z bezeichnet, 
daher auch die Axen, welchen diefe Koordinaten parallel 
laufen, die Namen: Xren der x, der y der z, fo wie 
die Ebmen, auf welchen diefe Koordinaten ſenkrecht 
ſtehen, die Ebenen der yz, xz, xy heißen. 2 

414. In dem Yolasfoorbinatenfofteme wird Die 
Dofition eined Punktes auf eine fire Ebene XAY die 
Bafis, und auf eine in ihr gezogene Gerade AX pie 
Are, und auf einen im legteren angenommenen firen 
Punkt A, den Pol bezogen, und dadurch beftimmt, 
dag may bie Entfernung des Punktes vom Pole, den 
Kadiusveftor, ferner die Neigung beffelben gegen 
die Are, und endlih die Neigung der Ebene MAX in 
welcher der Radiusvektor und die Are liegen gegen bie 
Bafis, angibt. Um fämmtliche Koordinaten pofitio zu 
‚mädchen, ift ed hinreichend, dem einen der beiden Wins 
Zei in beflimmten Richtungen alle Werthe von o bis 
und dem andern alle Werthe von o bis 277 zu ertheilen. 


415. Die Berwandlung der rechtwinkligen Koor⸗ 
dinaten in Polarkoordinaten, und dieſer in jene, kann mit⸗ 
telſt ſehr einfacher Gleichungen vorgenommen werden. 
Da die Ebenen MBDC und XAY ſich in der Geraden 
BD unter einem rechten Winkel fchneiden, und auf der 
letzteren die AD fenkrecht ſteht, fo iſt fie auch fenkrecht 
auf der Ebene MBDC, und auf ber in derfelben geleges 
nen MD, fonad) ift MDB: der Neigungswinkel der Ebe⸗ 
nen XAY und MDAE, Bezeichnet man nun im Polar: . 
Eoordinatenfofteme den Radiusveftor AM mit r, und bie 
Winfel MAX, MDB mit & und w, fo hat man im 
recht winkligen Dreiede MAD 


s 
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AD=AM.cosa, MD= AM. sina 
nämlich x=rcose, und MD=rsina, ferner 567) 
gibt dad rechtwinklige Dreieck MBD 2 
BD=MDcow, MB=MD sino , oder 


y=Tsinacosw, und 588) 


zZ =Tsinasinw | 589) 
- . erhebt man diefe Ausdrücke zum Quadrate, und ſett ſtatt 
sin*w die Größe 1 — cos? w, fo gibt ihre Summe 

x? 4* + 22 12, a 387) folgt ferner 590) 


‚ wenn man 589) 591) 





Vo * y’+2°) 
burd) 588) dividirt, wird | 


Bam 592) 
von 


Bezeichnet man die Winkei MAY und MAZ mit 
£ und y, fo hat man der Gleichung 587) anlog 
y=rcosß und 2=Tcosy, und die Summe der Qua⸗ 

drate gibt 


x242 422 1⸗ (cos? c &@-f cos? 6 cos daher, 


wegen 590) wird 

cota+cos®RA+cosy=1d.t. jeder Ras - 593) 
diusvektor ſchließt mit den drei recht win— 

kligen Koordinatenaxen Winkel ein, deren 

Koſinuſſe zum Quadrat erhoben zufam 

mengenommen der Einheit glei find. 


416. Der Punkt, in welchem ein aus einem geges 
benen Punfte M auf eine Linie oder auf’ eine Ebene ges 
fälltes Perpendifel derfelben begegnet, heißt die Pros 
jeftion des gegebenen Punktes auf die gerade Linie 
oder Ebene, während diefe die Projeftionslinie 
oder Projettionsebene genannt werben. Denft 
man fich alle Punkte einer begrenzten geraden Linie auf 
bie Richtung einer andern Geraden, oder auf eine Ebene 





| 





⸗ 


⸗ — 
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proiizirt ſo ſtellt die Folge bieſer Projektionen, die Pro⸗ 
jektion der gegebenen Geraden dar; es wird alſo die 
Projektion einer Linie auf einer Ebene verzeichnet, wenn 
fich eine dieſe Ebene ſenkrecht treffende Gerade ſo bewegt, 
daß ſie ſtets durch die gegebene Linie hindurch geht, oder 
wenn man ſich durch die gegebene Linie eine Ebene gezo⸗ 
gen vorſtellt, welche die Projektionsebene ſenkrecht 
ſchneidet, und ihren gegenſeitigen Durchſchnitt beſtimmt. 
Endlich iſt die Projektion einer ‚wie Immer begrenzten 
Figur auf eine Ebene, die Fläche, welcher auf der Pro: 
jeftionsebene durch die Projektionen des Umfanges ber 
Figur eingefchloffen wird, 
Hiernach ift.D die Projektion deö Punktes M, und 
AD die Projektion der Geraden AM. auf die Are der x 
d. i. im rehtwintligen Koordinatenfyflem 
find die Koordinaten eined Punktes bie 
Projektionen des zu dieſem Punkte Aus 
dem Urfprunge gezogenen Radiusvektor 
auf die Koordinatenaxren. | 


417. Iſt M*-ein Punkt, deſſen Koordinaten x, y’, 2 
bedeuten mögen, und B’ feine Projektion auf die Ebene 
xy, und man zieht B’H zur Axpe der x parallel, bis fie 
die wo nöthig ‚verlängerte DB fihneidet, und MG auf 
M'B’ ſenkrecht, fo hat man M’G = MB’ — GB’ = 2'—, 
BH=DB-DH=y—y, un BuI=xr—x, bieß 
gibt, wenn man den Abfland MM’ beider Punkte mit 
D bezeichnet, D? = MG? -+-M/G?, und MG2 — B’B? 
— BH?: --B'H? = (y—y'): 4 (x —- x)⸗, durch Ad⸗ 
dition dieſer Gleichungen ergibt ſich | 

D=@—nj Hy)? 509) 
Bemerkt man nun no), daß ber Unterfchied. der Koors 
dinaten zz, y — y“, und x— x‘ nichtö anders als 
die Projektionen der Geraden MM‘ im Raume auf bie 
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Koordinatenaren vorfellt (416), fo führet die ebem ab- 
geleitete Formel auf den Sag; dad Quadrat einer 
begrenzten Geraden im Raume, ift der 
Summe der Quadrate ihrer Projeftionen 
auf die Koorbinatenaren gleich. 


II. Transformation der Koordinaten. 


\ 4. Bei der Trandformation der Koordinaten, 

welche zum Behufe der Vereinfachung einer Gleichung 

vorgenommen wird, kommen hauptſaͤchlich zwei Falles in 
Anwendung; entweder beabſichtiget man bloß den An⸗ 
fangspunkt der rechtwinkligen Koordinaten aus A nad 
A' (Fig. 32) zu verfegen, und dabei die ieuen Aren AX, 
-A'Y’, A’Z’ den vorigen parallel fein zu laffen : oder 
man will mit Beibehaltung des Anfangspunftes bloß bie 
Richtung der rechtwinkligen Axen ſo verrücken, daß die 
neuen gleichfalls rechtwinkligen Axen, mit den vorigen 
irgend einen Winkel einſchließen. 

Im erſten Falle ſeien PM=z, X =y, AD=x 
die Koordinaten eines Punktes M im vorigen, und | 
Me'=z', PD'=y’, AD’=x' die Koordinaten def- 
felben Punkies im neuen Syſteme, ferner ſeien die Koor⸗ 
dinaten des Anfangspunktes AB=c, BE—=b, AC=a. 
Da die Axen beider Syſteme einander parallel” ſind, fo 
find es auch die Foordinirten Ebenen, und a,b, e ftels 
len beziehungöweife ihre Abflände vor, fonach hat m man 

A’B=PP‘, und daher 
PM der z=z' rc, 

Führt man BE zu [AX parallel, und vereinigt E 
mit D’, fo it BE=CD, und BC=ED, und ba bie 
BE, alfo auch die ED’ in der Ebene K’A’Z liegen, und 

MP dieſer Ebene parallel läuft, fo find die Geraden 
PE, ED! einander gleih, daher hat man | 
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 PD=PD'’L-ED,AD=AC}+BE, oder” 
=y'+ b, z—x'.-a 
419. Seien x, y, 2 die Koordinaten bed yunt- 

te8 M (Fig. 33) bezogen auf bie Aren AX, AY, AZ, 
und ed werden bie \Aren AX und AY alkein verrückt, 
. daß fie in die Lage AX: und AY’ fommen, fo bleibt die 
anf die Ebene xy fenfichte Ordinate MP jedes Punktes 
M tiefelbe , aber die dan Axen AX, AY parallelen Koor- 
dinaten erleiden eine Aenderung, welche nach (301) bes 
ſtimmt werden kann. Unabhängig von den dort angege- 
benen Formeln findet mamaber ihre Werthe fo: ſei ber 
Winkel XAX'’=y, und MX=a, BAX'=al, fo iſt, 
wenn man bie Senkrechtem PC, PD auf AX und AY’ 
zieht, und AP zur Einheit adnimmt, 
x=cose, y=sine, x!=\cose, y'=sira' und 
e=a+w, daher 

cos a = cos a. coSs — sind’. 
x=rcosy—y’sin y und 
. sina= cos «.siny + sin a’. co 

yj=x'siny-+y'cosy. | 
Liegt aber AX’ außerhalb ded Wi 
e=a—ıy wird, fo erhält in beiken Ausbrüden das 
Glied mit dem Faktor sinıy dad entgägengefegte Zeichen. 


420. Läßt mqu jetzt mit Beibehaltung bed Ans 
fangspunktes A dad vechtwinklige Syſtem, deſſen Aren 
AX, AY,.AZ (Fig. 34) find, fo verräden,. daß jene 
Aren in die Lage AX’, AY’, AZ’ kommen, es fei AH 
die Durchſchnittslinie der Ebenen xaꝝ XAV, und 
HAX=y, HAX 9, und der Neigungsrointel der 
Ebenen xy und x’y’, welcher dem Winkel ber auf biefe 
Ebenen fenfrechten Aren der 2 und z’ gleich kommt, 
fei 9. Zieht man AK fenfrecht auf AH in der Ebene 
XAY, und nimmt man AH und AK als die Aren ber x 







in ıy, oder 
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und y eines neuen rechtwinkligen Syſtems, deſſen dritte 
‚Are AZ wäre, und bezeichnet die Koordinaten irgend 
eined Punktes in demfelben mit x’, y" 2“, fo bat man, | 
nach (419) | 
z=z", rer" cosy—y'sin W, 
y+x' siny + y'' cos 
Zieht man aber AL, in ber Ebene X’AY' ebenfallö ſenkrecht 


auf AH, und betrachtet AZ und AL, als die Aren der 


z unb y eines rechtwinkligen Syſtems, deſſen dritte Are 


AH wäre, und bezeichnet die Koordinaten defjelben 


Yunktes in Beziehung auf diefelben mit x”’, y’’, z", 


fo hat man zur Transformation der Koordinaten x’, y'',z'' 


in bie legt genannten Die Gleichungen 

| ur, yl— zb sin Ip y' cos 9 

2 = z’fcos 9$— y"' [ 
Man trandformire endlich mit! Beibehaltung ber Are AZ’ 
bie den Axen AH und. AK patallelen Koordinaten in bie 
auf AX' und AY’ fi) andgnben, fo ergeben ſich die 
Gleichungen 

z' =y, x"! —x' car 9 +y' sin ꝙ 
y=—x sing--y'. ‚cos ꝙ 

Schafft man ducch Verbindung biefer ſechs Gleichungen 
die Größen x’ „y“ ,2“ und x, y, 2 2 weg, ſo 
gelangt man zu folgenden wichtig au Formeln: : 


x—(cosp. cos y +-sinp. sin. os 9) x’ 


-+ (sing. cosy — cos ꝙ. sin ab. cos 9)y 
— siny sind, zw u 


y=(cosp.siny— sing. cos cos 9) x’ 595), 


+ (sin @sin cos pcosıy cos 9 

-cos V. sin 9. 2 
2=sing.sind.xX — cos ꝙ Sin 9. y 

cos 9. ⁊ 


j 
[ 
x 
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421. Wenn man bie Koeffizienten von x’, y’, 2‘ 
Kürze halber mit a,,b,, ° AT b,, % ar b,, c 
bezeichnet, fo ift 
Kurt | 
y=a,xr.+-b,y’-+c, 2 4) 
z=a, x +b,y hs? \ 
find nun ferner . 
Or gr, %s i AX. 
Bir Bar Pa | die Winkel, welche N mitden Arender x,y,z 
Yır Yaı Ys AZ‘ 
| einſchließt, ſo iſt für einen in der Axe der x’ liegenden 
Punkt, Y’=o, z’=o, da er gibt die erfte der Drei 
 * Gleichungen 2) x=a,x', und wegen 587) wird, da 
hier rin. x’ übergeht, a, =cod 9: und eben fo ergibt 
ſich b,Fcosß, , c,=cosy,. 1 Auf gleiche Art findet 
man durch Betrachtung von Punkten ber Geraden AX”, AY' 


| a, cCos b,=cosß,ı = 008; 


x 


a, =C0Ssa,, = = cos ßz cos Ya 
Subſtituirt man biefe QBerthe i in den dieichunhen DR ſo 
folgt: | 

—x' cose, + y ‚cos ß, + z’ 0087, 
y=xr' c0sa,+ ycosß, rzcasy, 596) 


Z=x'c0s0, +y'cosß, +?' cos y. 


422. Erhebt man aber die Gleichungen u) zum 
Quadrat, und nimmt ihre Summe, ſo exhält man: 
—— = x/’2 (a, 2.-a 3-ha S)-Hy2(b+b; 2 +h 2) 
+ z'2 r are 2-+0,°)+2x'y'(a,b, ra,b,+a,b,). 
-+-2x'7'(a,c c,ra,0,)+2y'z'(b,c,+-b,c,+b 7 
da nun die ——— Koordinaten x, y,z und PR ‚yı 
einem und demfelben Punkte angehören, und einerlei A 
fprung haben, alfo + y’+rz°=x'? +y'?+z® ») 
iſt, fo folgt daß die obige Gleihung nur dann beftehen 
tann, wenn die Bedingungoͤgleichungen: 


— ——— — — — — — — — — — — — — 
e 
⁊ 


7 


\ 
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— E PET 
be+b+rb2=1 | u 597) 
ei rer ct 1 / 
nraBart bu=o 
o, Pa, , Pa, e, 0 598) 
B. ce, rb,c, #Fb,d,=0 Ä 


Statt finden. 


Multiplizirt man die erfte der drei Gleihungen 1) 
mit a, , bie zweite mit a, , die dritte mit a, , fo gibt 
die Summe diefer Produkte | 

- 9,X-Fa,y-Fa,z=x’(a 2-ka °.La, )+-y’(a,b, +a,b,+ta,b,) 
+7'(a,0, Fa,t,;-+a,c,), und mit Rüdficht auf die 
angegebenen Bebingungsgleichungen, wird 
ax +a,y+a2=x, um‘ ‚eben fo folgt 
p z+b,y+b2=y, | 599) 
ex rce,y+t+0,2=7 = 
mittelft welcher Gleichungen man von dem rechtwinkligen 
Koordinatenſyſteme x’, y’, 2 zu dem gleichfalls recht: 
wintligen Koordinatenfufteme x, y, 2 übergehen Tann. 
Erhebt man endlich auch diefe \Gleihungen zum 
Quadrat, fo gibt ihre Summe wegtn y) bie Bebin- 
 Aungealeihungen: 
as +b 2-0’ 1,a 2-+-b e-+c 2=1,a2 +b 2621, 600) 
und a,a,+b ‚bite, c,=0, a,a4-+b,b,te, 4=o 
2,9, tb,b,-+t,c, =0o 601) 


Il, Hauptformeln der ſphäriſchen Trigono⸗ 
metrie. 


423. Die Relationen 595) zwiſchen ben Koordi⸗ 
naten eines Punktes in zweien rechtwinkligen Syſtemen 
"geben für einen in ber Are der x’ gelegenen Punkt, da 

vw und y'=0, 2 0 wir, 
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oo ! 21 
Xxm(cos ꝙ. cos sin ꝙ sin . vos 9) x . 
y= (cos g. siny — sin'p costy cos 9) x 602) 
Z=sing. sind.x', 
Kenn aber der Winkel XOX’=«, (Fig. 35) und der 
Neigungswinkel der Ebenen. X0OX’ und XOH= w ge⸗ 
fegt wird, fo iſt (415) 
x—=x'.cosa, J=X'.sina. cosw, z=X'sin asine 
und beghalb hat man Ä 


! 


cos@=c0sp. coswW-F sin p. Sinwcos g' 
sin &. cos W =Cos Q sin y— sin p. cos cosd [u 603) 
sina.snw =sing.sind, \ 
auf welchen Formeln fämmtliche Vorfchriften der fphä= 
riſchen Trigonometrie beruhen. 


424, Se O (Fig. 34) eine durch dad Zuſam⸗ 
mentreffen dreier Ebenen X’OX, XOH, X’OH gebilbe- 
‚ te Ede, und man befchreibe aͤs dem Mittelpuntt⸗ 0 
mit dem Halbmeſſer OA=1 eine Kugel, welche ben 
Geraden‘ OH, OX, OX in den Punkten A, B, C und 
ben Ebenen XOH, XOH, X’OX in ben Bogen AB, 
AC, BG größter Kreife begegnen, fo erhält man ein 
fphärifches Dreied beffen Seiten AB, AC, BC 
durch. dieſelben Größen vorzuftellen find, welche bie Win⸗ 
kel XOH, X'OH, XOX’ bezeichnen, und deſſen Win- 
tel, den Neigungswinteln der in den Geraden OH, OX, 
OX? fich fchneidenden Ebenen gleich kommen: da man fich 
unter dem Winkel zweier Bogen wohl nichtd anderes, 
ald den Winkel ihrer zu dem Durchſchnittspunkte gehöe 
riger Tangenten vorftellen kann, und letzterer offenbar ber 
Neigungswinkel der zuſammenſtoßenden Ebenen iſt. 
Bezeichnet man die den Winkeln A, B, C gegen⸗ 
überliegenden Seiten des fphärifhen Dreieds mit a, b,c, 
fo find in den Gleihungen 603) die Buchſtaben 
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y 
4, 9, W, 9,0 
mit a,b, c, A, B 
zu verwechſeln; es beftehen demnach für ein fohäriiches 
Dreied, die Gleichungen: 


cosa=cosb.cosc + sinb. since. cos A 604) 
sina.cosB=cosb.sinc—sinb.cosc.cosA ge) 
sina.sinB= sin b.sinA 695) 


Die legte derfelben drückt den Satz aus; daß ſich bie 
Sinus der Seiten, wie die Sinus der ge— 
genüberfiehenden Winkel verhalten: bie | 
erfte hingegen dient zur Beflimmung einer Seite aus den 

gegebenen zwei Seiten, und dem eingefchloffenen Winkel, 


ober aber zur Berechnung eines Winkels, wenn alle drei 
Seiten betunnt find. 


Setzt man den Werth von sina— nbsinA 


sinB 
605) in die Gleichung 0) ; fo ergibt fich 
sinA.cotB=cotb.sinc— cosc.sin A 606) 
mittelft welcher Gleihung man aus drei, der vier neben 
einander liegenden EtüdenB, c, A, b gegebenen, das 
vierte berechnen kann. 
425. Dan verwechöle in der Gleichung E) B mit 
C folglich auch b mit c, man erhält 
sinacos6C= cosc. sinb— sinc.cosb.cosA 
und multiplizire 6) mit cosA, fo wird 
sina. cosA.cosB = cosb.sinc.cos A— sinb. cos c. cost I 
die Summe beider Gleichungen gibt nun 
sina(cosC + cosA.cosB) 
== cos c.sinb— sınb. cosc. cos? A= cos c. sin bsin A 
und wenn man flatı sina deſſen Werth aus 605) jegt, 
fo ergibt fich 
cosC + cosA.cosB = cosc. sin A. sinB 607 
wodurch aus ten Winkeln eines fphärifchen Dreiedes 


aus 


—A 
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eine Seite , oder aber aus zwei Winkeln und der Zwi⸗ 

ſchenſeite, der dritte Winkel beſtimmt werden kann. 
Verwechſelt man in der letzteren Gleichung C mit 
A, und ſchreibt ſie in der Geſtalt 

— cosA=cosB, cos C — sinB. sinC. cos a 


fo erhellet fogleich, daß fie aus ber Gfeihung 604) abges 
leitet werben Ian, wenn man a, b, c A 


mit — A, n—B, n—C, w—a 


vertauſcht; s ed läßt ſich ſonach zu jedem ſphäriſchen Dreieck 
ein anderes, dad fogenannte Polardreied finden, 
deſſen Seiten mit den Winkeln ded erfteren, und deſſen 
Winkel mit den Seiten des erfteren ſtückweiſe zuſammen⸗ 
genommen 180° betragen, 


\ 


426. Man Fann die Formeln 604) u. d. f. auf einem 
noch einfachern Wege ableiten. Bieht man an den Win⸗ 
kel B des fphärifchen Dreieckes ABC (Fig. 35) die Tanz 
genten BD, BE, bis fie die von O gezogenen Geraden 
OC, OA fchneiden, fo ſchließen fie einen ebenen Wins 
kel DBE ein, welcher dem fphärifchen Winkel B gleich ift: 
nun hat man nad) 426) im Dreiede DBE 
DE: —=BD: + BE? —2BDxBEcosB, und im Dreiede 
DoB iſt DE:= DO: +EO® —2DO x EO cos DOE: 
zieht man dieſe zwei Sfeichungen von einander ab, und 
fest BD=tgBC=tga, BE=tgAB=izc, 
DO=seBC= sea, EO=secAB=secc, und 
DOE=AC=b; fo erhält man | 


sec? a— tg? a PSecꝰ c— 15? c—2seca. secCcosb 
' +2tgatigtcosB=o 
fubftituirt man flatt see* überal 1-1g*, und multi⸗ 
plizirt hierauf mit 4cosacosc, fo wird wegen 154) 
cosb= cosacosc+ sina.sinccosB übereinftimmenb 
mit 604). Ferner ift aus derfelben Formel 
Kulik's Analyfis. 25 - 


* 





‘ 
— 
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sinb. Sin 4 cos a — cosb. cost 


I-+cosA= nbsne 
cosa—cos(b+c) _2sinyla+b + c) siny(b+c—a) 
:sinbsinc ** sinbsinc - 


\ 


” 


ober, wenn man 1(a,-b-+e)=s fegt, fo erhält man 
m) 9 
3 sinssin (s—.a) | 
cosıA= Vin — Eben ſo ergibt ſich 608) 
| gos(b— €) — cosa 
j # sinbsinc 
_2sinyla + b— o)sins (are) — 


sinb sinC 


! 
a 1 ts 
IEFNEENE EL 7 © 


ober wegen 107) 
or sin(s—b)sin(s—e), .. 
any ENERCTN, ginas fit 0) 
sin(s — b) sin(s— 6) 3 
Br We 
48% A=V sins sin (s —a) 610) 
und wegen 101) Ä 
a sins. sin (s — a) sin (s —h) sin (s— 6) 
_ sıns.sın (9) | 
sinA =2V 8rn bsine 61l) 
Bezeichnet man den Zähler dieſes Ausdruckes mit K, und 
vertaufht A mit B alfo auch a mit b, fo erhält man - 
sinA= sinbsinc ’ sinB= sinasino ' mithin 
sinA: sinB= sina: sinb, welches die Gleichung 605) 
gibt. Aus dieſen beiden erhält man bie dritte Hauptformel fo: 
. cosB cosb-—-cosacose sin@ - 
_ __ cos p 9 IT 
Es iſt cot B — sinB — sinasinc sin b,sinA 
| cosb— cosacosc 





oder cotBsin A= 


 sinb sinc 
cosb— cost cosbcose — sinhsinc.cos A 
=— | — inhainccæ& ‚woraus 


| sin’b sinc 
went man die angebeufete Multiplikation verrichtet, und 


⸗ 
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4— sin? e flatt cos* c ſetzt, fogleich folgt 
sin AcotB= cotbsinc—cosocosA, wie in '606) 


cot hsinc—coscc s 
Endlih hat man cotB _ got dsine—cosccoh 
...,  sinÄA 
sinAsinb 
sinB= ———35 daher 
| sina 
, nm cosbsinc cos A sinbeos c 
corBuanB= ana 
.sina sina 


Setzt man bier real ſtatt sin c und u 
cos a cos b in a sin hcos C ſtatt cose, fo wird 


bsinC 
cosBæ zn — cosAsinbcosbcota—sintheosAcost y) 


Man bat aber nach 606), wenn man ſtatt A,B, b, c 
beziehungdweife C; A, a, b fegt Ä 
sinCcotA= cota sinb— cosbcosG, woraus folgt 
cotasinb=sinCcotA-+cosbcosC, und für diefen 
Merth gibt Die Gleichung »), wenn man bie incos A cos G 
multiplizirten Glieder vereinigt 

cos B4 cos A cosl= cosbsinG rast kcos b ne 

in A sinA 
fubftituirt man noch 1 — sin® A ftattcos® A, fo erhält man 

cos B-++ cosAcosC =sinA sinC cosb, welches die 


Gleichung 607) ift, wenn man B mit: Gund b mit c 
vertauſcht. 


AV. Sphächkhe Dreiecke. 


427. Man nennt ein fphärifches Dreicd recht: 
winklig, went es einen rechten Winkel enthält: bie 
bemfelben gegenüberftehende Seite heißt dann bie Dys 
potbenufe, bie beiden anderen Seiten bie Kathe- 
ten. Laßt man nun in den bisher aufgeſtellten Formeln 

283 * | 


Den) 
. 


64 
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604) bis 607) A einen rechten Winkel bebauten, fo er: 
hölt man für ein rechtwinkliged ſphäriſches Dreied , deſ⸗ 
fen Hypothenuſe a ift, folgende Gleihungen: 


. 604) cosa=cosb.cosce 612) 

606) cot B cotbsinc 613) 

Aus der Formel 605) sinb=sinasinB 614) 
607) cosC=coscsinB 615) 


Verwechſelt man aber in der Formel g) (424) A mit B 
alfo auch a mit b, und ſetzt dann A = 90° ; ſo wird 
0= cosasin co sinacosccosB, woraus 
cota=cottcosB folgt. 616) 
. Wenn man hingegen in der Formel 607) A mit G und 
a mit c verwechfelt, und hierauf 4 90° ſetzt, fo wird 
cosBcosC= cosasinBsinG; daher ift - | 
cosa=cotBootG | 617 
428. Mittelft diefer fechd Gleichungen laſſen ſich 
„alle bei der Auflöfung rechtwinkliger fphärifcher Dreiede 
vorfommenden Fälle behandeln. 
Die Gleichung 612) gibt die Hypothenufe a aus 


- den beiden Katheten, und wird ungenau, wenn anahe 0° 


oder 180° gleich iſt; man fege dann 5x = cosb. cosc, 
1— 1—i5x _1—.cosa 

alle Itisx 1-Hcosa 

tb wirdigla=[Y tg (45° — x). But Beftimmung ber 618) 


=tg° ya = ig (45° — x) 


cos 
“einen Kathete c bat mancosc= —pı und wenn c fehr 


* 


klein iſt, ſo ſetze man — ne, tz x; hiedurch wird 


tgre=V ts (5° x). Oder weil gic= 1-cose | 


va 1 +cosc 
it, fo wird, wenn man ſtatt cos o dieſen Werth fubflie 


b— 
tuit,igye=V ———— =Vig}(@+b)tej(a—b) 619) 


cosb-+ cosa 

















) 
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Die Gleichung 613) Liefert aus ben beiden Kathe⸗ 
ten den einen Winkel, oder aus einem Winkel und. der 
anliegenden Kathete die gegenüberftehende Kathete , ober 


endlich aus diefer und dem Winkel B bie’ andere Ka⸗ 


thete c, mittelſt der Formel sino= tg bcot B: ift enahe 
90° glei, fo feße man 
isx=tgbcotB,tsy= Vts (45° — x), fo ift 
c=90° F2y: ober man fubflituire in 174) 90°. —_c 
ftatt &, hiedurch win 

L— sinc 1—tsbecotB 
18 (45° — 30) = 1-+cosc =V 1-HtisbcotB 


_azsinBcosb—cosBsinh _ sinB—b), | 
=V sinBcosb-+cosBsinb v sin (B-+-b ; 620) 
sin(B—b) _ 
macht man alfo V mer —=tgx, fo erhält man 
x=45° — !c, oder c=W°’— 2x, 

Die Gleihung 614) gibt erfllih aus der Hypo⸗ 


‚tbenufe a und dem Winkel B die gegenüberftehende Ka⸗ 


thete b, wobei man, wenn h nahe 90° ausfällt, tgx=sinasinB, 
und tsy=| tg (45° —x) zu feßen' bat, hiedurch wird 
b=%° +2y. _ Ferner erhält man den Winfel B aus 
der Hppothenufe, und der gegenüberflehenden Kathete b. 
Sft B wenig von 90° verfhieden, fo feße man 


sinb .. , , 
tsx=-—, ferner sy=lY 18 (45° — x), fo ift wie 
sın R 


4 


“oben B= 90° +2 y: oder man nehme x fo, baß _ 
'sinB= 7 x wird, hiedurch entſteht 


— cos2x sina—sinb 
B und wegen 


1x=V7 1-+cos?2x =V na sin 


472) 15x=V ah) dann ift B= 90° — 2y, 621) 


tg4(a-+b)' 
in b 


Dan erhält endlich sina=—n, und. wenn a nahe 
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908 iſt, fo wird für Vi: a a0 +?x: 


4 
ober man febe =, teyayY ts (45° in) 


f ft a= 90° +2y. Die Gleihung 615) dient zur 
‚Beftimmung des Winkels C aus ber gegenüber fiehenden 
Kathete c und dem Winkel B: fällt G nahe 0° aus, fo 
fege man tax —= sinBcose, dann iſt 
1—t;5x 1—cosG 
————— 75 G 
und wegen 4370) =Y 25 (45° —x).- Zerner erhält 
man B auß GC und o, wo, wenn B nahe 90° ift, ent⸗ 


=151C, 


weder ı= er  tEy=V ts(tö° — x) zu nehmen 


ift, fo kaut dann B= 90° +2 y aus; oder man beſtim⸗ 
me x aus ber Formel 5x = tsr(C-Ho)igi (C— 0), 
fo ift wieber B= 90° 2x. Endlich erhält man aus ' 
ben Winkeln B, C die Kathete c, wobei mar, wenn © 





. . G 
nahe 90° iſt, ſetzen wird (gx = — X und man erhält 


cosc sinB—.cosG 
we=ljnen= A 
tg [3 (B +C) — 45°] 
—— — Ne Tr? 622 
11, 8-08] 
Die Gleichung 616) beflimmt aus ber Kathete 
und dem anliegenden Winkel die Hypothenufe , oder aus | 
diefer und jenem die Kathete, oder endlich aus der Hy⸗ 
pothenuſe und einer Kathete den anliegenden Winkel. If 
die Beſtimmung von B burch den Koſinus ungenau, ſo 
berechne man | “ 
1—cosB tga—tge_ sin (a— €) 
wi =Vi7 coaB * ts a +igc TI Van 4 0) 
623) 








\ 
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eder man fehe * a dann ift 284B=V 1g(45°-x). 
Die Gleihung 617) gibt aus den zwei Winkeln 
die Hypothenuſe, ober aus diefer und dem einen Winkel, 


den andern Winkel. Fällt a fehr Bein aus, fo fuche man 


>. — cos (B+C), 
a aus ber Formel Bia=V (8-0) dene 624) 
es ift; Ä 
1—cosa 1—cotBeotC cos B4 0) 
14 cos a 1-+cotB cotG eos(B—C) - 


429. Bei einem ſchiefwinkligen fphärifchen Dreiede 
kann man der unmittelbaren Berechnung des gefuchten 
Stüdes aus den gegebenen Stüden befjelben auf einem 
boppelten Wege auöweichen: entweder durch bie Trans⸗ 
formation der gegebenen Formel in eine andere zur Aus 
merifchen Berechnung bequemere, oder durch Zerlegung 
des fchiefwinkligen fphärifchen Dreieds in zwei rechts 
winflige. Man kann biebei folgende ſechs Fälle unters 
ſchieden: gegeben find I. die drei Seiten des fphärifchen 
Dreiecks, II. zwei Seiten mit dem eingefihloffenen Wins 
kel, III. zwei Seiten und ein gegenüberliegender Wins 
tet, IV. zwei Winkel und eine gegenüberliegende Seite, 
V. zwei Winkel mit der Swifchenfeite, und VL alle 
drei Winkel, und ed kommt jetzt darauf an, die gefun- 
denen Formeln nach ben verfchiedenen Größen bie fie 
enthalten, auf diefe Falle fo anzuwenden, daß man aus 
drei gegebenen Stücken immer ein vierted beſtimmen kann. 
| 430. Wenn drei Seiten a, b, c eines fphärtfchen 
Dreiecks gegeben find, fo findet man irgend einem Wins 
tel A aus der Formel 604), nämlich 


cosa—cosb.cosc 
— — 625) 
sinb sinc 


Bur logarithmiſchen Berechnung eignen fich beffer bie 


coA= 


! 
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Formeln 608) und 609), je nachdem ber gefuchte Wins 
kel nahe an 90° oder aber fehr klein ausfällt. Sept man 
cos ꝙ =coshcose, fo wird in 624) 
os A— Cosa-00sp _ 2 —— -Fa)sini (@ — 4) 626) 
sinbsinc sinbsinc' 
eine andere Transformation gibt für 


cosbcos © ca Az: sin (9— a) . 027) 
Sina sinbsinesinp . 
Heißt 4 das Perpendikel auf bie Seite b, und b, , b, 
ihre beiden Abfchnitte,, fo ift nach. 612) 
CoSC = cos b, cos £, und cosa= cos b,cos &, woraus 
cosa_cosh, cosa—-cose cosh, —cosb, 
cosc —cosb, ‚ aljo Cosa + c0s0 cos b, reosb, "herz 
‚ vorgeht: bieß gibt nach 173) - 
E24 0154 a—o)=t44(b, +b,)ie4(b,—b,) 
“oder wegen b,-+-b, =b, wird 
t64(b,—b,)=t5 Hat o)tg3(a—c)cot4b 68) 
Hieraus erhält man b, —b—-3(b, — b y | 
—=ıb-+-1(b, —b,), und nad 616) cosA=tgb, coto 
"endlich nad) 614) das Perpendikel 8 aus ber Sormel 
sınßz=sinAsine, ober flatt sin A deſſen Werth aus 
611) geſetzt, wird 
2) sin Sein (8s — a) sin s— b) sin (s— c) 629) | 
sinb 
| Bezeichnet. man noch die Abſchnitte des Winkels B mit 
B, und B,, fo gibt die Formel 616) 
| cosB, =cotetgß, cosB, =cotatgß, ſonach 


cot * 





= = 


cosB,_tsa „eo, —cosB._tga— 150 od 
cosB, 680 un cosB, +cosB, "tsa-rtgo’ er 
| J sin(a—c) | 
34 (B, —B, te} (B,-+B,)= vworaus 
_sin(a—.c) 


cot ! »B, und wegen 610) 


8 (B, „B)= en (arc)' 
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„_ sin (a—t),. sinssin (sb) 


(8; B; —8 sin (a+ —5 sin (s—a) sin (s—e) 630) 
folgt. * findet man B, =4B— 4 (B;—B,) und 
B,—=4B-+3(B, —B,) | 


"231, Aus dey gegebenen zwei Seitena, b, und dem 
Zwiſchenwinkel C, findet man bie Seite c nad) ber For⸗ 
mel 604) I 

. cosc=casacosb-+sinasinb cos G u) : wegen 93) und 
94) wird hieraus 
cosc=%cos(a+b) +%cos(a—b)-H%oos (a—b) cs 
—1cos(a--b)cosC., und bei wiederhohlter Anwen 
dung berfelben Formeln erhalt man 


cosc=}cos(a+b)-H}cos (a—b)-+}cos (GC -+a—b) 
+ cos(C—a-+-b)—icos(C-Ha-+b) 
—1cos(a-+-b—C) 631) 
‚welche Formel zur Rechnung mit natürlichen Bonlometri 
ſchen Linien geeignet iſt. 


Setzt man in der Formel u) ſtatt cos C feinen 
Werth 1—2sin? 30, fo erhält man 
cosc = cosacosb sin asinb— 2sina sinb sin® c 
—= cos(a —b)—2sina nr bsin® ; C u 


ws 


234 
Elch ih ee 40 cos (a — b), daher für 


l 


2 sinasinbsin? IC U 
2 ‚wird‘, 


sy cos (a—b) 

cosc=(1—tg 9) cos(a—b), da aber 
cos cos P-sin _ cos (45°), 

cos p = cos ꝙ vi, fit 

— 2 
cos s (a b) cos (45° + g)V - V 632) 

cos p 

Um bie beiden andern Winkel uabpängig © von c zu bes 
rechnen , hat man nach 606) 


I— 3 — 


cosc= 


+ 
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cosbsina—sinbcosacosG C 
sinbsinG 
BR... (a—b) 4 2cosa sinb sin? 2 C 
sin b sin G | alſo für 
2 cosasinb sin?4CG 
sin(a—b 
cotB = sin (a— b) sin (45° + o)V 2 
sinb sinGcosg 
Dder man febe Ep =cosGiga, fo ift 


cot= cosasin (b + 9) ,‚ und für 634) 


sin @ 
eosp=tgbcost, wird cB=— 
Zieht man dad Perpendikel ⸗ f iſt 
t5b,=t1gacost, cosß= = —— und Sin b, 16 


cotB= 


t59 * ‚wid 


cos(a-+-g) 
cosptgG 635 


hieraus folgtb, =b—b,,cosc=cosb, cas ß,unb 636) 


_tR_ sinb, t5G 
(5 AS sinb sınb, 637 


ber Winkel B ergibt ſich nach der "Sormel 605). 


432%. Wenn matt in 608) und 609) A mit B ver 
wechfelt , fo erhält man 


sinssin(s—b) sin (s-a) sin (s-t) 
cos; V sinasınc Sinz V sina sınc 


mittelſt diefer und der eben genannten Formeln findet man 
sin S sin(s—a)sin(s—b) sins | 


1 1832 — —— | 
cos} A cos; Fra 5 — Ing sinyG 
| , , sin\s 
ferner sin ıAsıny B= sin (sc) siny C, und wenn mon | | 


sint 


die Summe und Differenz diefer Ausdrücke beftimmt, er: 
halt man 
cos4(A—B)sinc=siny C[sins + sin (« —c)], und 


! 


IV. Gphtrilge Dreles⸗. er} 


cos! (A-4-B) sino=sinıC Kein s— sin (s— e)]: nun 
fa) 
ins sin( — 0) 2 ——8 coleæ2.i n1(a rblcosicı 
und 
sins—sin(s—c)=2cos}(a-H-b)sin yo; daher wird 
mit Rückſicht auf die Formel 101) 
cos (A +B)cos}c=cos4(a+b)sinyC, und 638) 
cosy(A-—B) sinye = siny(a-+-b) sin}G 639) 
Bildet man aber aus den Ausbrüden für 
‚sinyA,cosıA, sinyB, cosyB, bie Probufte 
sin4Acos}B, und cos4 A siny}B, fo gibt ihre Summe 
and Differenz beziehungsmeife 
 siny(R+B)sino= cos, C[sin(s—a) Fsin(s—b)] 
siny(A—B)sinco=cos,C[sin(—b) — sin(s— a) 
woraus auf eine ähnliche Art folgt: 
sin 3 (A + B)eos;0=cosy(a—b) cos} G 640). 
sin (A—B)sinic= sint(a—b)cosiC 641) 
welche vier Gleichungen nach ihrem Erfinder Delams 
bre benannt werden. Aus ihnen folgt unmittelbar 


21 — h 
t5 IAB) * ar G 642) 


FJ sini(a—b) \ 
2 wa M)= siny(a-+-b) 

cos4(A—B) 
le arme 644) = 


A—B 
185 (@—b)= rn isie 645) 
und biefe, legteren find unter dem Namen der Nep er'⸗ 
ſchen Analogien längft befannt: fie dienen aus zwei 
Seiten und dem Zwifchenwinkel eines fphärifchen Dreiecks 
die beiden übrigen Winkel, und aus zwei Winkeln und 
der Zwifchenfeite bie übrigen Seiten logarithmifch zu be= 
flimmen. Man erhält nämlich mittelft der Formeln 642) 


— . 


. 


cot+C 643) 
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und 643) ſowohl A+B, als auch AB, fonach wird 
 A=1(A-+-B) +1(A—B), B=ı (A+B) —ı(A—B) 
433. Wenn zwei Seiten a, o und ein gegenüber- 
ſtehender Winkel C gegeben’ find, fo findet man ben 
Winkel A mittelft der’ Gleichung 605), und hierauf ers 
gibt ſich durch die Neper'ſchen Analogien 
| N cosy(a—c) 
15 4 B= cdsy(a+ec) rar 64] 
mi 6— 
oder - 18 — rare are 3(A—C) 
Die Formel 606) cosB- cosa-fcot c sinB= catosina 
\ gibt für cot g9= en, ben Ausdruck 


sin —— eot otga ↄsin ꝙ 647) 
Die dritte Seite findet man nad) ber Regel der Sinus 608). 
Fallt man aber das. Perpendikel 8, fo iſt erſtlich 
nach 616) zgb,=cosCiga, und nad 617) 
cB, = sonnig! C, hieraus ergibt ſich wegen 612) 





cs = * ‚ ferner wegen 613) tgß=cosB, tza, und 


cost cost. cos b, 


| 9 _ 
—* 612) cos b, = sB Cosa ‚ent 
’ B, , | 
nad 616) cosB, = cotctgeß = —— : hiedurch 


erhält man eb, +b,,B=B, +B,. 

| 434. Aus den gegebenen zwei Winkeln A, C und 
der gegenüber liegenden Seite o findet man mittelſt der 
Formel 605) die Seitea: ift diefe von 90° wenig. ver- 
ſchieden, fo nehme man 

A ' 

m tsy=V ige —x), fomi 
a=90° +2y. Hat man die Seite a beftimmt, fo er⸗ 
gibt fich der dritte Winkel aus 646), Man fegein der Formel 








tg x 


J 





IV, Sphärifhe Dreiede, 391 .- 
cosAcosb — ot esinb=—cotCsinA 
= —— | nr fo wird 


| sin —— cotCtgA sin ‚ 648). 
"woraus die Seite b hervorgeht. ° 
Um ben’ dritten Winkel unabhängig von a zu bes 
. | cot A J | 
e a — 
| Nimmen, nehme man 59 er fo wird 
cos Csin ꝙ | 
$sın B— 9) = os A . 6) 


Faͤllt man das Perpendikel 8, fo hat man 
tsb, = Par cotB, =cosctgA, und hiedurch 


cosß= ‚8 ß = sinb ‚tgA, ferner‘ 





‚sinb, A| 
—* zent 6 — 


ein B, * er endlich 
b=b, +b,,B=B,-HB, 
435. Aus den gegebenen Winkeln A, B und ber 
Swifchenfeite c ergibt fich mittelft der Formel 607) für 
den Winkel G der Ausbrud | | 
 cosC=—cosAcosB+ sinAsinB cost, ‚® 
welcher ſich nach 93) und 9%) in 
0sC=—%cos(A+ B)- —1cos(A By +200s(e-HA—B) 
+ —* --B)— cos (c+A--B) — 2cos(A--B—c) 
650 
verwandelt , und zur Rechnung mit natürlichen goniomes 
triſchen Linien bequem iſt. Eine andere Transformation 
erhält man, wenn man in ber Formel g) 1—2 sin? c 
flatt cosc feßt , hiedurch wird 
cos6=—cos(A+ B)—2 sin A sin Bin} Ic, 
macht man alfo 


W 
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2Sin A sin Bsta? c__ 
cos(A+FbB) — sr 
fo wird u 
csC=—cos(A +B)[I—:g9] 
zu cos(A +B)cos(45° — op) 2 

cos p | 
cot B 
cos 


sc cos B sin (A— 
sın 


Die Neper’fhen Analogien geben , 
_ cosy(A—B) 
td (Ar) 
| sinz (A-—B 
tg1(a—b) in tg 5305 woraus 
a=;(a+b)t3(a—b), un b=,(a+b)— (4 - 6) 
hervorgeht, Oder man ſetze eg ae 
sin (A +-B)sin (45° — 9) 2 

sinBsinctcos oO | . 683) 

Kürzer iit. die Rechnung, wenn wanzgp=tgBcosc 
sin(Ä+ 9) 





Man kann auch 


t20, und 


ſo wird cotb= 





macht, da dann cot b== — 
sinptsc 


Fallt man dad Perpenditel 4, fo hat man 


cosA 
cotB,=tgAcost,cosß — tg ß =cos B. tgc 


biedurch ergibt ſich sinB, „ut 


6 
B* B. B.. 
436. Um aus drei gegebenen Winkeln die Seiten zu 


_:15B . 
‚tg "osB,' endlich 


beſtimmen. 662) 


651) 


=tg_@ feßend, C aud ber Zormel 





beſtimmen vertaufche man in ben Formeln 608) bis 611) 


a, .b,. ec, A mit 
n—A,n—Bn—C,n—a f 
I 


\ 





‚ IV. Sppäriige Dreiecke, 390 

ſo hat man ſogleich = nn 
IE — cosScos (S— A) 

sın 3 a = V — c wo 8=;(AtBt6) 655) 


iſt, ferner 


a cos(8—B)cos(8— €) u 
cs a =V | sinB sin G | — J 656) 
m S — A 2353 
cosS cos( ) eñdlich 657) 


— ne — — ln 
ssa=V cos(S—B)cos(S—C) 
2- cosScos(S —A)cos(8—B)cos(S-—-C) j 

— RAR? . 
sun a == sinBsinG 658). 
Macht man aber in 607) cosp = cosBcosC, fo entfteht 


2cos4(A-FQ) cos3(A—9Q), oper fett man 659) 


cos a sinB sin G 
daſelbſt u 

_ .cosBcos G sin(A 4 0) 
cot Qo — u f) fo wird cosa = sinB sinCsing‘ 


Man -fälle aus B auf die Seite b dad Perpendikel 4, fo 
ift cosA=sinB, cos ß, cos CG=sinB, cos ß, alfo + 
cosoA—cosC sinB,—sinB, 


cosA cos sin B,+sinB,’ 


cooA sinB, 

GC sind,’ Daher 
oder | 
15 CAC) te A - 0) =cot 4Btgy(B, —B,), alſo 
ig1(B, —B,)=tg4(A4+O)tgy(A--C)isyB, 661) 
hieß gibt B, = »B—4(B,—B,)B,=ıB-+3 (B,—B,) 
endlich nach 617) cosa=cotB,cotC, 


437. Die Zormeln, nach denen aus zwei Seiten und 
dem gegenüberliegenden Winkel, fo wie aud zwei Win 
Fein und ber gegenüberliegenden. Seite die Übrigen Bes 
ſtandtheile eines fphärifchen Dreieds zu berechnen find, 
haben eine Zweibeutigkeit d. h. fie geftatten für die in 
der - Frage flehenden Größen zinen boppelten Werth. | 

Nun. gibt die Formel 641) | | 


l . 
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cos C sin (A - B) 
sinyc sin}(a—b) 

und hieraus folgt, bag wenn AB ift, auch a>b 
fein müffe, und umgekehrt, d, i. es liegt in einem 
jeden fphärifchen Dreiede dem größeren 
Winkeldie größere Seite gegenüber; find 

. alfo a, c, C gegeben, fo muß immer der größere Werth 
von b mit dem größeren Werth von B verbunden wer: 
ben. Legt man durd) die Spite des Winkels B ein Per: 
pendikel, fo fällt es nur dann innerhalb des fphärifchen 
Dreiecks, wenn die beiden anderen Winkel alfo auch die 
ihnen gegenüberftehenden Seiten gleichartig, d. h. beide 
zugleich fpig, oder zugleich ſtumpf find: es ift daher, werm 

a und c gleihartig find, mit dem gefundenen b derjenige 
Werth von A zu verbinden, welcher mit dem gegebenen 
C gleichartig iſt. Wenn hingegen a mit c ungleichartig 
ift, fo hat man den mit B gleichartigen Werth von b mit 
demjenigen A zufammenzuftellen, welches mit C ungleid- 
artig ift. Seiz. B. a=179°.6667, c = 89.5, C=22,.0433, 
. fo hat man, wenn E die defadifche Ergänzung der aus 
gehörigen Zahl bezeichnet, 

!sina—= 9.9929 ferner iſt nach 646) 


I sinG = 9,5744 Icos (a—c)= .9.9984 
Elsinc=0 1 cot 4 (A+C) = 10.3967 


Tsına=9.5673 glcosy(atc)= 1.0250 
alfo A= 21°.6684 0der\ 15% — 11.4201, daher 


A = 158,3316 * B=87 0,8236,und B= 175.6472 
endlih hat man Zsina=9.9929 
IsinB = 8.8802 ı 
Elsin A= 0.4327 " 


1sinb = 9.3058 ; mithin b =11°.6667 
, oder 1680. 3333 


Da nun B>900 ift, fo muß es auch b fein, und man 
bat A = 21°, 6684, B = 175°, 6472,b = 168°, 3333. 





x 
AV, Sphariſche Dreiede. 40 


438. Ein Streifen auf der Oberfläche einer Kugel, 
welcher durch zwei größte Sreife, bie fich unter einem 
Winkel Afchneiden, gebildet wird, ift derjenige Theil ber 
Kugelflähe, den man erhält, wenn man 360° durch A 
bividirt: da aber diefe = 412 7 beträgt, fo ift der Ins 
halt des Streifen = „,Ar?r, u). Schneiden fi nun 
zwei größte Kreife PCQ, PDO (Fig. 36) unter einem 
Gefiebigen Winkel P, und zieht man einen dritten größs 
ten Kreid CF, fo entftehen tie fohärifchen Dreiede 
PDC, DCQ, PEF, EFQ: es ift aber _ | 
PD +DQ=180°, PD +PE= 180°, alfo DO = PE:' 
N d eben fo Q= —=PF, daher find die Dreiede DCQ, PER, 
d aus gleichem Grunde auch die Dreiede PDC und EQR 
einander gleich; man hat alfo wegen u)  - 
PDC +PEF= „,Pr?% »). Auf der Halblugel PDOEP 
fei irgend ein fphärifches Dreied ABC, man verlängere 
in beiden Richtungen die Seiten .veflelben bis 180°, fo 
entfiehen im Scheitelpunkte eined jeden Winkels. zwei - 
Theile von Streifen, deren Inhalt aus v) folgt, nämlich: 
DAH +EAG= „,Ar’n, 
GBQ --HBP = „,Br? rn | Ä 
. PCE-+-DCQ = 4,Cr?r;5 die Summe diefer 
Steihungen gibt offenbar die halbe Kugelfläche nebft 
dem doppelten Dreied ABC einerfeitd, und 
3,1257 (A+-B--C) andererſeits ‚ man bat alſo 
2ABC +21 = art (AHB+C), oder das fphäs 
rifhe Dreied ABC= „351° 70 (A +B + C— 180°) 662) 


439. Der Himmel hat das Anfehen einer hohlen 
Kugelfläche, deren Mittelpunkt der Beobachter einnimmt, 
und an deren innerer Fläche die Sterne gleichfam befeftigt 
zu fein fcheinen. Sie bewegt fid) täglich) von Oſten nach 
Welten um eine fire Are, die Weltare, welde bie 
Fläche des Himmels in zwei Punkten trifft, die man 

Kult Anapyfid, | 26 






— 


U 
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( 
Weltpole nennt, wovon der in unferen Gegenden 


fihtbare der nördliche, und der enfgegengefeßte und 
unfihtbare , der ſüdliche Pot heißt. Ein von beiden 
Polen gleich weit abftehender Kreis, theilt den Himmel 
in zwei gleiche Theile, in die nördliche und ſüdli— 


che Hemiſphäre, und wird Aequqtor genannt. 


Die Richtung der Schwere in dem Orte des Beobachters 
‚teifft verlängert die Himmelsflaͤche in zwei Punkten, dem 
ober und fichtbaren dad Zenith, und dem entgegenge⸗ 
‚fegten unfichtbaren dad Nadir: der von ‚beiden gleich 
weit abftehende Kreis theilt die uns in jedem Xugenblide 
ſichtbare Hälfte bed. Himmeld von ber und unfichtbaren 
.ab, und heißt Horizont. Der durch die Weltpole 
und dad Zenith gezugene größte Kreis fleht auf dem Ae⸗ 
quator' und dem Horizonte fenfrecht, und heißt Meri- 
dian, fein Durhfchnitt mit dem Horizonte die Mit- 
tagslinie, deren Endpunkte, und zwar jener in ber 
füdlihen Hemifphäre gelegene der Südpunkt, ber 
-entgegengefeßte der Nord punkt, genannt werben: der 
Durchſchnitt des Aequators mit dem Horizonte bezeich⸗ 
net zwei andere Punkte, wovon der eine auf der Oſtſeite 
bed Himmels fich befindet, und Dft punkt' der entgegen- 
gefeßte. der Weftpunft heißt. Man bemerkte fehr früh, 


daß die Sonne nebft der täglichen Bewegung von Oft 


nah Weft, welche fie mit allen Geſtirnen gemein bat, 
noch in einer eigenen Bewegung in einem Kreife fortzue 
rücken ſcheint, welcher den Aequator halbist: diefer größs 
x te Kreis, an der Himmelöfläche oder Die fheinbare Bahn 


ber Sonne, heißt die Ekliptik: fie durchſchneidet ven 


Aequator in zwei Punten, die man Aequinoktial⸗ 
punfte oder die Punkte der Nahtgleihen 
nennt, deren jener, von welchem die Sonne ſich in die 
nördliche Hemifphäre erhebt, der Frühlingspunkt, 
der enfgegengefeßte der Herbftpumft heißt. 





J 
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| 440. Eei PHNR (Fig. 37) ber‘ Meridian, HR 
. der Horizont, Z dad Benith des Beobachters, AQ der 
Aequator, Per Nordpol, CE die Ekliptik, G ihr Pol, Cdet 
Frühlingspunkt und 8 irgend ein Himmelöförper, durch 
welchen man ſich drei größte Kreiſe ZSF, PSD, GSB ° 
gezogen vorftellt, welche beziehungsweife auf dem Hori⸗ 
sont, auf dem Aequator und auf der Ekliptik fenkrecht 
ſtehen; fo kann man feine Lage am Himmel auf dreierlei 
Art feflfegen: entweder durch die Bogen HF, FS, oder 
durd) die Bogen CD, SD, oder endlich durch bie Bogen 
BG und SB, man nennt diefe Bogenpaare beziehungs⸗ 
weife Azimuth und Höhe des Sterns, oder Keftas - 
feenfion und Deklination, oder endlich Länge 
und Breite befielben. “Die Ergänzungen des Azi⸗ 
muthes, der Höhe und der Deklination zu 90 Graden 
heißen beziehungsweife Morgen oper Ubenbweite, 
Zenithdiſtanz, Poldiftanz des Sterns. Endlich 
nennt man ben Winfel des Höhen = ober Scheitelkreifes 
‚mit dem Meridian den Stundenwinfel des Sterne 
und den Winkel der Ektiptit mit dem Aegquator bie 
Schiefe der Ekliptik. Man bezeichne mit a dad 
Azimuth, .h die Höhe eines Sterns S, mit « bie Refias .- 
ftenfion, d die Deklination, mit A die Länge, ß die Breite 
deſſelben, ferner fei t der Stundenwinkel, p die Höhe | 
des Nordpols oder bie Polhöhe, und e die Schiefe ber 
Ekliptik; fo hat man in dem ſphaͤriſchen Dreiece PZS 
nach 604) - 
cos ZS= cosPZcosPS + sin PZ sin PS cos ZRS, oder 
sinh=sinpsind--cospcosdcost,welhr 663) . 


Ausdrud zeigt, Daß bei unveränderlicher Deklination zu ' 
gleichen Höhen auf.beiden Seiten des Meridians gleiche 
Stundenwinkel gehören, daß ferner die größte ‚Höhe eines 
Sterne im. Beribiane, wo t=o.ift, Statt hat, weit 

26 * 


4. 
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“ eost am größfen wird, wenn t verſchwindet: man hat dan 
sin h= sin Psind + cospcos d=cos (p— 6), daher iſt 
h=%°’—p-+o. Sfth=o, fo iſt der Stern 664) 
im Horizont, er geht auf ober unter, und für biefen 
Augenblid hat man cos t=—tgptigd, 665) 
‚man nennt einen folchen Stundenwinkel den halben 
Tagebogen des Sterns: wird die Zeit « berechnet 
welche der Stern braucht, um diefen halben Tagebogen 
“zu durchlaufen, indem mas fließt 360: 3 Zagebogen 
= Umlaufdzeit des Sterns: r, fo gibt diefe Zeitz von der 
Zeit des Durchganges durch den Meridian ſubtrahirt, 
oder dazu addirt, die Zeit ſeines Auf⸗ und Unterganges. 
441. Setzt man ZS=k, ZP=m, PS=n un 
y'k+m+n)=s, fo erhält man nad) 609) 
. sin(s— m) sin (s—n) | 
sın 1 ZzPS zsınz i= Un 666) 
‘oder wenn 41 nahe an 90° ausfällt, fo ift nach 608) 


.„sinssin(s—k) 
cs}t= Um sinn : und eben fo bat man 


, pin (s—k) sin s—m) 
sinÄ P2S =coy3a=V malen), | 
ober wenn 4a Mein if 667) 
Ä sins sin(s—n) 
sinza=V sinksinm 


mictelſt welcher Formeln man aus der bekannten Polhoͤhe 
eines Orts, aud der Deklination der Sonne und ihrer 
wahren Höhe, fowohl die wahre Sonnenzeit, ald aud) 
dad Azimuth für ben Augenblid der beobachteten Son- 
nenhoͤhe finden kann: endlich iſt im Dreiecke PZS 
sind sin psinh, +cospcosh sine alfo fürh= 0, 
sin Morgenweite=sind: cosp. 668) 

BT man ;- B. an einem Orte ‚ beffen Polhöhe 48%.208 





ı 
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ER bie wahre Sonnenhöhe von 40°. 472 zu einer "zeit 
beobachtet , da ihre Deklination 
15°.047 betrug, fo fteht die Rechnung fo: | 
k=49°.528 \ E.?sink= ‚0.1188 
m=41.792 E.’sinm= 0.1763 Elsinm= 0. 1763 
n=74953 E.lsinn= 0.0152 
 25=166.273 , 
s= 83.136 Isins= 9.9968 
s— m= 41.344. 1sin(s—m)= 9.8199 
s—n= 8183 Isin(s—n)=' 9.1533 Isin(s-n)= 9.1533 


Summe =19.1647 "19.4452 
ı Summe = 95823=sin!t 7. 7226 
—=I sin ya 


Es iſt alfo t—= 44°.045,a = 630. 734, oder wenn man 
- den Bogen in Zeit verwandelt, indem man bie ganzen 
Grade mit 15 dividirt ‚und ihre Dezimaltheile mit 4 
multipliziet, erhält man t= 2“ 59.78: hat alfo die 
Beobadtung Vormittags Statt gefunden, fo war die - 
wahre Sonnenzeit 12° — 2° 59.78 = 9*0'.22;, bat 
man aber im Augenblide der genommenen Sonnenhöhe 
die Richtung des Schattens angezeihnet, weldhe ein 
frei hängendes Loth auf einer horizontalen Ebene bildet, 
und fodann nach vollzogener Berechnung auf der vers 
zeichneten Geraden. einen Winkel von 63°.734 gegen 
Dften errichtet, ſo it die lebt gezogene Gerade - die 
Mittagsliniebes Beobachtungsortes. 


442. Differenzirt man die Formel 663), indem man 
einmahl d und ein zweites Mahl h als konſtant betradye 
tet, fo erhält man 





. 'ntdt 
dh=_E en ‚ud 669) 
ts Pp_ | 
=dd For u r cL ‚ woraus hervorgeht, daß die 670) 


Beftimmung ber Zeit aus einer einzigen beobachteten 


t \ 
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Höhe am genaueften wird, wenn man bad Geftirn hiezu 
fo wählt, dag t=M° woburch auch a = Mo wird, 
nämlich, wenn man die Beobachtung im erften Berti: 
kalkreiſe anftellt: dag ferner bei forrefponbdirenben 
Sonnenhöhen eine, Korreftion wegen ber geänder- 
ten Deklination der Sonne vorzunehmen ift, um hieraus 
die Zeit ded wahren Mittags zu finden. Heißt alfo T 
die Zeit der vormittägigen Beobadhtung und J die Zeit 
zwifchen den beiden Beobachtungen, da die Sonne eine 
gleiche Hühe hatte, fo ift wenn man die Korreftionin Minu⸗ 
ten beftimmt , mithin ben Ausdrud 670) mit 4 multis 
plizirt, der wahre Mittag | , | 
tsp _ted d | 
-=T + ı 3.249 int Il 671) 
8.8. An einem Orte deffen Polhöhe 54°.684 ift, hat 
man) um 10° 33,25 eine Sonnenhöhe gemeffen, und die 
Uhr zeigte bei derfelben Höhe Nachmittags 2“ 6°. 73, 
alfo I=3" 23.28 = 53°.32—=2t: die Abweichung ber 
Sonne war zur Zeit der gemellenen Höhen 14°.557 und 
14°.602, alfo dd = — 0.045 
15p=101497 11gd= 9.4145 
Isint= 96519 2t2t= 9.7007 
049785=13.1456 9,7138 = 10.517 
nun ift 3.146 — 0.517 = 2.629, und 
"12.629 = 0.4199 
22 dd = 10,0% = 0.9542 — 2 
0,3741 — 1 = 10.237 
Die Uhrzeit der vormittägigen Beobachtung 
T = 10“ 33'45 N 
vermedrt um 4 J—= 1 46.64 . 


gibt 12 20.09 
Korreltion — 0.24 


wahre Mittag 12 198 _ 


* 
4 
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443. Verbindet man -S mit C-bur den Bogen 
eines größten Kreifes, und fegt CB=D, ‚DCS=x, 
alfo BCS.=x— e, fo ift im Dreiede GSD. 
cos6S= cos CD. cos DS, oder cos D = cosu cas 6, ferne | 
18 DCS = — oder g x ur dann. hat man 
1gBC= cos sBCS tg Cs d.i. tgA=cor(x—e)tsD, 672) 
und sinBS = sin BCSsinC$b. i. sinß=sin(x--e)sinD 6/3) 
Sept man ferner BCS=y, fo folgt; . 

cos C(S= cosBC.cosBS, oder cos D= oosA cos ß, 

Br i5BS tg 466 
tg BUS = sinBG sind 
tsCD=1g8(ScosDCS, odertgza = tg Deos (y +3) ori) \ 
sin DS = sin Ob sin DCS, oder sind =sin Dsin(y +2) 675) 
mittelft weldher Formeln man die Rektaſcenſion und De 
Fination eines Geftirns in beffen Länge und Breite und 
umgefehrt verwandeln kann. 

Man vergl. Johann v. Sniadetzkr's ſphaͤriſche Tri⸗ 
gonometrie. A. d. Poln. übſ. von L. Feldt. Leipz. 1828. 








2715 y, hiedurch wird 


V. Gleichungen einer Geraden im Raume. 


44. Die Lage einer Geraden im Raume wird 
durch die Lage zweier ihrer Projektionen auf die koordi⸗ 
nirten Ebenen vollftändig beftimmt: denn führt'man durch 
beide gegebenen Projektionen Ebenen, die den koordinir⸗ 
ten Ebenen parallel laufen, daher auf den beiden Projef« 
tionsebenen beziehungsweife ſenkrecht ſtehen, fo geht 
(416) jede berfelben durch die gefuchte Gerade, die fos 
nad) der gemeinfchaftlihe Durchſchnitt jener Ebenen fein | 
muß. Nimmt mar die Projektionen einer Geraden im 
Raume als in den Ebenen xz, und yz enthalten an, 
und beftimmt fie durch bie Gieichungen | : 


. Bläßen”unb Kurven mit beppelter Kefmmiung. 


| z=az-hg, y=alı-hg' 1) 
wo a, a’ die Tangenten der Winkel vorftellen, welde 
gwifchen den genannten, Projektionen und der Are ber 
& eingefchloffen find, fo bezeichnen beide Gleichungen im 
Zufammenbange die Lage der zugehörigen Geraden im 
Raume. Ihre Projektion auf die Ebene xy zu finden, 
fubftituire mar den Werth von z aus der erften der beis 
den Gleichungen in die zweite, und man erhält —7* 


y=a — + g’, oder wenn man zur Abkürzung 


mal, g' = g"' fett, fo wird ihre Steigung 


y=a'x+ * 

445. Sol dieſe Gerade durch zwei Punkte gehen, 
beren Koordinaten x’, y’, 2’ und x”, y“, 2“ find, 
fo bat man erſtlich =az + g,y=ar+ g' c), 
daher entſteht durch Subtraktion von A) und u) 

x— r=a(z— 7) und y—y'=a'(z—7')»): fer⸗ 
ner if rag, y' alt +g’ e), alfo E) von 
ge) abgezogen gibt 

x x' =a 22"), y = a! (z' — N), Biers 





x —xı' , y—y' 
aus ergibt ſich a = —— — und wenn 


man dieſe Werthe in ») fubftituirt, erhält man bie Gleis 
ungen ber Sejuhten Geraden - 





x’ —WV 
*x⸗x* — a2), und y—y' = —— 
676) 
Die Entfernung jener beiden Punkte der Geraden ergibt 
fih nah 594). | 
446. Wenn zwei nicht parallelen Seradeni im Raus 
me einander nicht ſchneiden, fo ift der Winkel V unter 
welchem fie gegen ‚einander geneigt find, gleich dem 


+ 
’ 
a 
. - 
— ⏑ 
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Winkel, welchen die durch den Anfangspunft der Koor⸗ 

dinaten ihnen beziehungsmeife parallel gezogenen Linien 

einfchließen. Die Gleichungen jener Geraden: feien nun 
x=az +8, y=az-+g’, und 
x=bz-+-h, y=b’r-+h' 

fo find die Gleichungen ber ihnen parallelen Einien, va 

fie durch den Anfangspunkt gehen 

x=az, y=aız,und x—=bz, y-bs 0) 

Nimmt man auf jeder biefer beiden Einien einen Punkt, 

deſſen Koordinaten x’, y’, 2’ und x’ ‚y“ „2 fein 

mögen, und verbindet biefe-Punfte mittelſt einer Gera⸗ 

ben, deren Länge nach 594) . 

D=V I@ N Hy -y)’ Her 
ift, fo fehließt Diefe Gerade mit den Radienveftoren ihrer 
Endpunfte r’, r'' ein Dreied ein, aus welchem ber 
Winkel V nad) 429) fich beflimmen läßt, ed ift nämlich 
r’2 +2 r’2_—D: 

Ir yr 
Werthe aus 590) ſetzt, wird 
x x’' u 202 „“ 
HEIZ m 

if aber den Gleichungen co) gemäß 

x—=ar, y=a'z, und x'—=bz”, y" zu biz ", 5) 
ſonach wird 

xx + y'y 42 zu 22 —2 (1-+ab-Ha’b‘) 
!=y (x? +y' +2°)=r'V (1+ar a’), und 
Y'=yr’" vi-+ b2 +b’°): hiedurch verwandelt ſich die 
Gleichung 677) in 





cosV= ‚ dder wenn man n Ratte, ihre | 


coV= 


678) 


cosoV= tere I ; 
—VelHa? +a) (14b>+b°°) 
Hieraus folgt | | 
(1+.ab-+ a’b‘)? | 
inV= - 1 —(Frastasjigbegj? und wenn 
* / 


, 
* 
” , 
_. 
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man gehörig rebueirt | | 
‚sinV= y ——— 679) 


(1+@°--a®)({+- bt +b°) 
ferner ift | | 

_ V [(a—b)” + (a — bh’) + (ab’_ab)e] 
1V . 680) 


447. Denn zwei Linien fenfrecht auf einander 
fichen, fo ift der Kofinus des von benfelben eingefälod- 
fenen Winkels null, man bat daher | 

i-hab+ab’=o. | 68), 
bie Bebingungsgleihung des Senkrechtfichens: zweier 
Geraden. Sind aber beide Linien einander parallel, fo 

“ 748.679) sinVY=o, dieß gibt 
(a —b)2 “+ (a —b’)? + (ab’ — ab)? = 0 
- eine Gleichung, welcher nicht. anders Genüge gefchieht, 
alö wenn a=b, und a’=b’ angenommen wird. Iſt 
„ endlich die eine diefer Linien die Are der x felbft,, deren 
Gleichungen y"=o, 7 o ſind, ſo hat man aus den 


hx 
Gleichungen ) 2* —* und y'= —— welche für 








1 
. jeben Werth von x null werben, wenn 59, und 


, | 
| mo d. i. wnnb=o, iſt: dividirt man aber in 
bem Auddrude 678) Zähler und Nenner durch b, und 
fest dann h= o,fo wird 

2. 
Vierter) =cosa. Eben fo findet 682) 
man, wenn 8, y bie Winkel bedeuten, unter welchen 
bie Gerade eo bie Are der y und a geneigt iſt, 


cos V— 


a | 
ST Gasen) 


Sind nebſtdem die Winkel derſelben Geraden mit der 


. ⸗ 
} ‘ * 
—4 
- 
Ä 
⸗ * 
.. 
* J — - — — — 


coß = 





J \ j ! 
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z, y2 ‚beziehungsweife Z, Y, X fo #- 
Winkel a, 4, y'zu 90°: denn es ift 


Ebene xy, 
















(Fig. 36) MAB der Neigungswintel der Geraden AM 
gegen die (hen 


MAB=7Z, und da AZ ſenkrecht 
Jan MAZ ober y=0—Z, mite 
bin iſt cosy = sin M und eben fo {ft | 

cosa=sı \X, cosß = sin. | 63) 

Bezeichnet man aber dich a, , 4,, y, die Winkel der - 
anderen Geraden mit be. Aren dee x, y,z, fo hat 
man auch =rcosa, W=r" gosa, , alfo 

xx" ==rrtcosdögse, Pund- eben fo 

y' y'= — rr'cosßco Bar z'"'"—r 'rcosycosy,, 
hiedurch verwandelt ſich die, Foͤrmel 677) in 
cosV=cosacosa, -++cosß cos ß,-+ cosycosy, . + 685) J 
Sind die beiden, Linien auf einander ſenkrecht, ſo iſt 


cos@cos@a,-+cosßcos , P cos 
welchen Ausdruck man auch aus 601 


osy,=0 : 686) 

krhält, wenn man 
rthe „Tr * ——— 

cos a, cos ,, cos Bu, —*— cos y,, coxꝙ, ſubulur h he 


" 
ker Negan 


VI. Flächen der erſten Ordnund N 


448. Eine Fläche wird durch die Bewegung einer 
‚Linie im Raume erzeugt. Iſt die befchreibende Einie | 
eine Gerade, und bie von ber age einzelner Punkte in z.. 
berfelben abweichende Richtung ihrer Bewegung gleiche 

08 eine Gerade, fo entfleht während ihrer Bei -_- 
wegung eine ebene Fläche: wofern aber die befchreis ,. ".. 
bende Linie eine Kurve iſt, ober aber der Lauf einer. „,/, 
Geraden längft. einer Erummen Linie vor fih geht, ff 
Zommt immer eine krumme Fläche zum Borfchein. 7 _" 
Man vente fih von einem beliebigen Punkte M (Fig.38) / 


’ RE fur Ar. 


% 
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ter Fläche BECD auf die gewählte Ebene XAY bie 
Senkrechte LM, und von dem Punkte L eine andere LP 
auf die in biefer Ebene gewählte Abfeiffenlinie AX ges 
fällt, fo iſt der Punkt M durch die Koordinaten N 
AP-x, PL= yund LM =z völlig beſtimmt. Das: 
felbe gilt auch von beliebigen anderen Punkten der näms 
lichen Fläche, welcher M angehört, weßhalb eine allge: 
meine zwifhen x, y, 2 Statt habenbe Beziehung wie 
z=f(x, y), oder F(x, y, z)=o als Gleichung der 
‚ganzen Fläche angefehen werden Bann. ‚Sollen Punkte ' 
der Fläche nach einen folchen Gleihung befiimmt wer: 
den, fo hat man zwei Koordinaten ihrer Lage und 
Größe nach willführlih anzunehmen, und den zugehörigen 
Werth der dritten hiernach zu berechnen. So ift Die Gleis 
hung einer Kugelflähe, deren Halbmeffer — 12 wäre 
2? +y”?+r=14, daez=yV[14— (x’+y?)], 
und wenn für einen beftimmten Punkt ı=7, y=)9 
gefegt wird, fo findet man 

a=Y (144 —130)=Y 14= + 3.741657 . . .; das 
boppelte Zeichen für z zeigt an, daß die Senkrechte aus 
L in zwei verſchiedenen Richtungen genommen werden ſoll. 


449. Wird in der gegebenen Gleichung einer Flaͤ⸗ 
che F(x,y,2)= 9 eine der veränderlichen Größen z. B. 
1* 0 geſetzt, fo erhält man in dem Ausdrucke F(xzy)=0 
den Zufammenhang her beiben Koordinaten x und y in 
der Ebene xy, d. h. die Gleichung derjenigen Linie, in 
welcher die Fläche von. diefer Ebene gefchnitten wird, 
Eben fo ergibt fich der analytifche Ausdruck des Durchs 
ſchnitts der Fläche und der Chene yz, wenn x= 0, und 
derjenige für den Durchfchnitt mit der Ebene xz, wenn 


720 angenommen wird. Man nennt die fich fo erges 


benden Dutchfchnitte der Fläche, ihre Hauptſchnitte, 
und es läßt ſich aus ihnen die Befchaffenheit ber Fläche 


Y 





% 
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im Allgemeinen beurtheilen. Um diefe aber näher zw. - 


erforfchen, fege man x, y,z noch einander ben konſtan⸗ 

. ten Größen g,.h, k gleicy;wodurdy man beliebig viele 
Durchſchnitte der Fläche erhält. So wird z. B. wenn 
man für x den Werth g= AP ſubſtituirt, die Gleichung 
F(g, y, 2) So, worin nur bie veränderlihen (Brößen 
y, 2 vorfommen zur Gleichung der' Kurve GHI, welche 
der Durchfchnitt der Fache und einer in dem Abſtande g 


ber Ebene yz parallel gelegten Ebene iſt: wäre hinge⸗ 


genz =k=AQ gefekt, fo erhielte manin F(x, J k)= 


den Ausbruc des Durchſchnittes KMN durch eine der 


Ebene xy parallele Ehene ı 


Man unterfcheidet die Flaͤchen in algebraiſche 
und transcendente, je nachdem die Gleichung 
welche ihre Beſchaffenheit ausdrückt eine algebraiſche, 
ober aber eine transcendente Funktion der Größen x, y, 
iſt. Da jedoch durch die Aenderung bed Koordinaten- 
ſyſtems der Grad der Gleihung einer Fläche ungeändert 
bleibt, indem fämmtlihe Ausdrücke für das Verhalten 
der drei Koordinaten in dem neuen Syfieme gegen dad 
vorige vom erften Grade find 595); fo kann man die 
algebraifchen Flächen nad; dem (Grade ihrer Gleichung 
in Ordnu n ge n abtheilen. 


⸗ 


450. Die Flächen der erſten Orbnung werden 
demnach durch die Gleichung Ax-+-By-+Cz+D=o 687) 
vorgeſtellt. Man nennt die Einien, in welchen eine 
Fläche die Eoordinirten Ebenen fehneidet, Die Knoten- 
Linien derfelben. So find die Gleihungen der Kno- 
tenlinie ber Fläche 687) in der Ebene xy 


ı=0, Ax+By-+-D=o - 688) ‘ 


und ba dieſe Gleichung einer geraden Linie, angehört, 
welche bie Are ber x unter sinem Winkel, deſſen Tun: 


t 


⸗ 
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gente — in, ſchneidet; ſo bilden die Zlãchen der er⸗ 


ſten Ordnung mit der Ebenen x und eben ſo mit den 
übrigen koordinirten Ebenen, wie immer ihre Lage ange: 
nommen wird, Knotenlinien ; welche ftet3 gerade Linien 
find; "daher find die Flächen der erfien Orb 
nung ebene Flächen. 
‘451, Nimmt man eine Gerade OB (Fig. 35), wels 

che eine fire Gerade DE unter einem rechten Winkel 
halbirt, und läßt fie um DE ald Are umdrehen, fo ent: 
ſteht während dieſer Bewegung eine Ebene, beren jeder 
Punkt von den zwei firen Punkten D und E gleich weit 
abfteht. Bezeichnet man die Koordinaten dieſer Puntte 
mit h,i,kund bh’, i’, k’, und die Koordinaten ir: 
genb eines Punktes der Ebene mit x, y, z, fo ift die 
Entfernung diefed Punktes der Ebene von dem Punkte D 
V [(x—h)® t- (2—k)?], und von dem 
Punkte E 

V [ix —h') +(y—i')? + (2- k2)]: und da beibe 
Entfernungen gleich find, fo bat man 

ö-hy +-(y—ij+(.—ki=(x— hr) Hy: 
+(z—k')2, woraus fo fort ol 

ht y+(k—k)z 
=4(he® — he +ie —i?-k— ke) 689) 

ober wenn man h’ — h— Ai’ —i=B,k’—k=G, und 
(hs —h’2 4 i⸗ —i2 -k2—ke)=D fet, erhält 
man Ax +By-+Cz--D=o, und da diefer. Ausdrud 
für jeden Punkt der Ebene gift, fo ift er'zugleich der 
. allgemeine Ausdruck aller Punkte der Ebene, mithin die 
Gleichung der Ebene felbft; fonah ift eine Ebene 
"immer eine Fläche der erſten Orbnung. 


42. Sfth=h', mithin A=o; ; fo ift die Linie 
DE parallel mit ber koordinirten Ebene yz, alſo auch, 


% 


vs, Fräsen “ esften Ordnung. | 415 


ba die — Ebene OB immer ſenkrecht auf dieſer Linie 
ſteht, die Ebene ſenkrecht auf der Ebene yz Man hat 
daher die Gleichung einer auf der Ebene yz fenbrechten 
Ebene By-+Cz-+D=o und eben fo find 

Ax--By--D=o ; Ax +G-+-D=o 6%) 
Gleichungen von Ebenen, welche auf ber Ebene xy und 
xz beziehungsweife fenkrecht. ftehen. Iſt aber nebft h—=h‘, 
ah i=i', woraus A=o,B=o folgt; fo ift bie 
Linie DE zugleih bie Are der 2, mithin fleht die er- 
zeugte Ebene auf der Are der z fenkrecht, wenn ihre 
Gleihung.Cz--D=o wird: und eben fo bezeichnen 
die Sleihungen Ax+-D=o, By-+D= o Ebenen, 691) 
welche beziehbungsweife auf der Are der x, und auf ber 
Are der y ſenkrecht find. 


453. Um noch die Punkte zu beftimmen, in welhen 
die durch die Gleichung Ax-+-By + Cz +D=o vor 
geftellte Ebene den Aren begegnet, fege man y=0,2= 0, 
fo erhält man für den Durchfchnittöpunft der Eben: mit 
der Are der x die Gleihung Ax+-D=o, -und auf 
gleiche Weile für die Durchſchnitte der Ebene mit der 
Are ber y und ber z die Gleihungn: By D=o,. 
CGz-+D=o. Bezeihnet man nun die Entfernungen 
biefer Punkte von dem Anfange der Koordinaten, mit 
a,b, c,fobatman 692) 
a =—,, b =- 2, =— 7, alfo auch wenn man 
die hieraus für A, B, C folgenden Werthe in die Gleis 
hung der Ebene fubflituirt, wird 


I), ' | 3 
-+,+;=1, er 693) 


bex + acy-+ abz = ubc eine andere allgemeine 694) 
Form ber Gleichung einer Ebene, 


| die Winkel deffelben mit den drei Aren durch @,ß,Y, 


⸗ 


Ai6 Zlachen und Kurven ‚mit doppeiter Krümmung, 


Kalt man aber vom. Anfangspunkte der Koorbi- 
naten, ein Perpendikel p auf die Ebene, und bezeichnet 


fo hat man offendar p=acosa =bcosß=Ccosy: 
wenn man nun bie hieraus für a, b, c entfpringenden 
Werthe in bie Gleichung 693) fubflituirt, fo erhält man 





‚ xcos&-+ycos$-+-zcosy=p ald Gleichung einer 695), 


 y=a'z+g’ bie Gleichungen der Geraden, ſo hat 


Ebene, deren Lage gegen bie koordinirten Ebenen durch 
die 4 Größen &, A, Y, p, beflimmt ift, dig fi jedody 
wegen der Bedingungsgleichung 593) auf 3 reduziren 
laſſen. 


454. Eine Ebene ſteht auf einer Geraden ſenkrecht, 
wenn ihre Knotenlinien mit den Projektionen der Gera⸗ 


den auf die koordinirte E)enen rechte Winkel einfchlie 
‚sen. Stelt daher Ax +By-+-Cz-+-D=o bie Slei- 


hung der Ebene vor, und find x=uz-+g, 

man nach (450) die Gleichungen der in. den Ebenen xz, 
yz gelegenen Knotenlinien Ax--Cz-+D= o, und 

By +Cz-+D=o, deren jene auf der Geradenx=az-+g 
ſenkrecht ſteht, wenn nach (313) A=at ifl, und eben 
fo wird diefe auf der Geraden y=a’z-+-g’ ſenkrecht, 
wenn B=a’C ausfällt ; daher erhält man die Gleichun⸗ 
gen ber Geraden welche auf ber © gegebenen Ebene fent- 


recht if, «-t 726 Jazırg. Bezeichnet 696) 


C 


man aber die Roorbinaten eines Punktes, durch welchen 


jene Gerade gezogen ift mit x’, y“, 2’, fo find 
x— r’=u(z—z), und y—y'=a(z—z') ihre 
Gleichungen, und bringt man die Gleihung ber Ebene 


‚auf die Form 


A(x— x) +B(iy— y)+LC@—z)+E=o, wo 
L die Größe Ax’-+ By Ca’ +D bedeutet; fo er⸗ 


- ’ ' ” N 
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hält man „ wenn man hier ſtatt x — x’ und y-y ihre 
Merthe febt 


(Aa — Ho —NE= on | . 
gr =— nz und hieraus. 

aE ı__ aE . 
F y= — Farbe} Form Aa-+-Ba’-- u 


wofern nım bie Gerade auf der Ebene ſenkrecht ſteht, 
gelten die Gleichungen A=aC, B=a’C, hiedurch er⸗ 
hält man 


\ 


_. CE u. BE. 
z' —T A:+B2+G2’ 7 Ar +B2--G: ’ 
‚ AE 
- -— en 


wo x, y, 2 die Koordinaten des Punktes vorftellen, 
in weichen jene Gerade die Ebene trifft: der Abſtand 
dieſes Punktes von jenem, durch welchen die Gerade ge⸗ 
zogen wurde, iſt 
— HEN HIT Zar 
698) 
455. Seien Ax-+ By-+ Cz-+D=o und 
A'x+-B'y+C'z+D'= 0 die Gleichungen zweier ſich 
fehneidenden Ebenen, man ſucht ihren Neigungswintel® 
Errichtet man auf jeder derſelben eine Senkrechte berge= 
ftalt, daß biefe gehörig verlängert in einem Punkte zus 
fammentreffen, fo iſt der von beiden Linien eingefchlofles 
ne Winkel offenbar der gefuchte Neigungswinkel ber 
‚Ebenen: heißt diefer Winkel V, und find 
x=a2rg, y=az-+g, und x =bz +h, yabrzth 
die Gleichungen diefer  Linien., fo bat man 681) 


V- A1-+ab-rabı 
cos * U (1-ra?-Fa'?)(1-+-b :.+b'?) e). 
Kutit's Analyfid. 27 


\ 


N 
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es iſt aber wegen des Senkrechtſte hens dieſer Geraden 
auf den gegebenen Ebenen nad) (454) 
| A=aC,B =a’C, und A'=bCi, B’—=b’C’, ſubſti⸗ 
tuirt man alfo Diefe Werthe in die Steigung e), fo er⸗ 
halt man 
AA! BB’ + ca 
STE HBaHOAnHRTH 
Hieraus folgt 1— cos?’ V = 
(A: -B® 4 062) (A'2 +B’24+C’2)—(AA’+-BB’+-6C')2 
(d°+B°,+C2) (A? +80”) 
ver Zähler diefes Ausdrudd gibt, wenn man bie fi ih 
aufhebenden Größen wegläßt 
A:B'2 + A':B2 -A?C’2 -- A’: G2 83⸗ G'2 
4B⸗⸗ C- —2AA'BB—2AACO—2BBCC 
oder (AB—-AB) + (AC’— A'C)> -r(BC' — B'C)?; 
fonad hat Tun — 
(AB’ —A'B)?+(AC— (C-+H{BC'_B’C)? 
uU AH 0 
V [AB—A'B)° +(AC'—A’C)? +(BC’--B’C)'] 
me VB 


6%) 





701) 
456. Sollen beide Ebenen auf einander ſenkrecht 
ſtehen, fo muß cos Vo werben, d. h. zwifchen ben 
Koefficienten der ‘Größen x, y, z in ben Öleichungen 
beider Ebenen muß die Bebingungsgleihung 
AA'--BB’-+ CC’ =o Statt finden. - 702) 
‚Sollen hingegen beide Ebenen einander parallel Laufen, 
fo muß sin V = 0 werden, mithin 
(AB’ — A'B)2 + (AC'— A'C): + (BC’ — B'C): = =o0. 
fein, welde Gleichung Statt findet, wenn 
AB'—-AB=o, AG—A'C = 0, ober wenn 


A C ausfä uf. 


B_ J 703) 
KTBTtc | 





VI Stägen ber erſten Ordnung. 49 


gIſt endlich eine der beiden Ebenen bie koordinitte Ebene 
ſelbſt, z. B. wenn bie zweite Ebene mit xy überein: 
fäüt, fo Hat man z=o, und ihre Gleichung gibt 
D A B’ 4 
2*— * 24 woraus nad) (107) A'=o, 
'=o folgt, hiedurch verwandelt ſich die Formel 699) 
wenn man den Neigungswinkel mit Z bezeichnet ‚in 
0 
VR+B+C) “ 
und eben fo erhält man für ben Neigungswinkel derfels 
ben Ebene von die Ebenen xz und yz die Ausbrüde 








su — — 


A 
-—— 2. EEE 
yaArHB lee: +0) 


705) 
457. Den Neigungswintel einer Ebene weihe 
durch zwei fid) ſchneidende Geraden gezogen ift, gegen: 
die Foordinirten Ebenen zu finden? Seien 
z— x =a(z—z2'), und y—y’=a’(z—2’) die Glei- | 
chungen der einen Geraden 
x— ı"=b(2r-2"),y-y= br(z — 2) die Gleis- 
dungen der zweiten Geraden, und Ax+-By +Cz+D=0 
die Gleihung der gefuchten Ebene: da die leßtere durch 
bie Punkte x’, y’, z’ und x", y“, 2’ gezogen ift, fo 
beftehen die Gleihungen: Ax’ +By’+Cz+D=o 
‚und Ax“ By C24D o. Zieht man dieſe 
Gleichungen von der vorigen ab, ſo erhält man 
‚Ax—x)+B(y—y)+ Cla—2)=o, und 
Alx—x')+-B(y— -y)r6a— 7) = = 0, und wenn 
man bierin flatt — x’, y — y“, x— x, y--y“ 
ihre Werthe aus den Gleihungen der beiden Geraden 
‚gezogen, fubftituirt , wird 
Aa--Ba’ +C=o, Ab +Bb’ + C=o, deren Unters 
fhied Ala—b) + B (a b)=o 
27 * 


». 
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gibt Be — Alb) ‚und hieraus wird 





ab’ ’ 
A (ab’ J 
CG= a — b), fegt man nun dieſe Werthe in 
die Sormel 70), fo ergibt ſich Br 
bh‘ al _ 
cos 28 —* 706) 





V a—bj? +(a' —b’)? + (ab’—ab)?] 
"und eben fo folgt aus 705) cosY, und cos X. 


vu. Eigenſchaften der Projektionen. 


458. Sei ABE (Fig. 39) ein im Raume gele- 
genes Dreied, A'B’C’ deffen Projektion auf bie Ebene 
xy: man nehme an, die Koordinaten der Punkte A, B,C 
fein x, yı zex,y', z:x’,y’, 2” und. bie Glei⸗ 
dungen der Geraden AB, AC 
x— x! =a(z—7), y-y =a(z—z') und 
xx —b (2 — 29) , y—y' = b’(z — 1"); fo er: 
hält man durch Eliminirung der Größen z—z/, z— 2” 
die Gleichungen ihrer Projektionen auf die Ebene xy: es 
wird alfo die Gleihung ber Geraden AB“ Ä 


y—y' =- - (x—x'), und der Geraden Arc 


y-y" =; > (&— x) , man erhält aher den von 
ihnen iugeſcloſt. enen Winkel aus 417), 


on ab’ — ab‘ , 
sin BAC= ——— Ferner iſt 


— ————— 
=(2—z)V(l+a’ +a), 
und eben fo AG= (2—z)Y (1+b2+b'*): endlich wird 
AB=U EHE er] = an arte) 


* “ 
\ ee... 
. _ u? A _ 





vn. Eigenſchaften der Preyettiomen. 4206, 


—XRXE (2 - 2)V—— pe). Mittelſt dieſer Aus- 
drücke ergibt ſich, die Fläche des Dreieckes 
ABCMABX ACsinBAC 

= 4 (2—2')(e—2")Y [@—b)? + (a —b‘)® +Hab'—ab)?] 
nad bie Fläche des Dreieckes ABC, 

MABA-.C sin BAC— a—a'ya--a" (ab b); 
und mit Rückſi cht auf 706) folgt hieraus. 
ABC.oosZ=A'B'C' d. i. die Projektion eines Dreicdes 
ift dem in den Kofinud feines Neigungswintels multipli⸗ 
zirten Inhalte gleich. Da nun ein jedes Vieleck durch 
Diagonalen in Dreiecke zerfällt werden kann, deren Pro» 
jeltionen zufammen genommen bie Projektion bed Vielecks 
geben , fo erhält man aud die Projektion eines 
Vielecks auf irgend eine Ebene, wenn man 
die Fläche des Vielecks in den Kofinus des. 
Winkels, den beide Ebenen bilden, mul: 
tiplizirt. | 

Bekanntlich laͤßt fi) jeve von einer Kurve einge: 
ſchloſſene ebene Figur als ein Viele von unendlich vie: 
len Seiten betrachten, ſonach gilt vorſtehender Satz auch 
von krummlinigten Figuren. 


459. Sei nun Feine durch irgend eine Kurve 
begränzte Figur, und in einer durch den Anfangspunkt 
der Koordinaten gehenden Ebene gelegen, man führe durch 
den Anfangspunft eine auf die Figur fenkrechte Gerade, 
und bezeichne mit I, 9°, 9" die Winkel diefer Gera 
den mit den Koorbinatenaren , hingegen mit p, p’, p“ 
die Projektionen von F auf die Foordinirten Ebenen 
y2, xz, xy: da ber Neigungswinkel der Ebenen F und 
xy dem von der Normale und der Are der z einge: 
fhloffenen Winkel gleich iſt, fo hat man 
p=Fcos9, p=Fcos9', p"=Fcos9". Man 707) 
bezeichne noch mit q bie Projektion von F auf eine neue 


r 


..— — 4 


N 
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Ebene, -deren Normale mit den Loorbinirten Aren bie 
Winkel a, 4, y, und mit ber vorigen Normale dem 
Winkel p einfchließen fol, fo hat man nach 685) 
cosp=cos#cosa-+-cos 9 cosß + c0s9 cosy 

multiplizirt man beide Glieder diefer Gleichung mit F, 
und fegt p, p’, p“ ftatt Fcos$, F.cos9', F cos 9" 
fo fommt q=pcosa+p’cos®+ PV cosy 708) 
hiedurch findet man die Projektion einer Figur auf ir- 
gend eine Ebene, wenn ihre Projektionen auf drei koor⸗ 
dinirte Ebenen gegeben find, gegen welche die Lage ber 
neuen Ebene auch befannt if. | 


460. Wir wollen auf gleiche Weiſe eine beliebige 
Menge von Flächen betrachten, welche mit einander ein 
irgend einer krummen Fläche eingefchriebenes Polyeder 
bilden: jede diefer Flächen projiziren wir auf die drei 
Foordinirten Ebenen, und addiren hierauf die Projektio⸗ 
. nen, die auf eine und biefelbe Chene fallen. Seien 
- P, P/, BP" die auf diefe Weife erhaltenen drei Summen, 
und es fei O die Summe der Projektionen jener Flächen 
auf eine neue Ebene, deren Normale mit den Koordina⸗ 
tenaxen die Winkel @, 8, y bildet, fo hat man ber 
Gleichung 707) gemäß . 

‘ Ä Q=Pcosa+P'cos8-}+P' cosy | 709) 
Bezeichnet man mit Q', Q’ die Summen der Projektio: 
nen jener Flächen auf zwei andere Ebenen, bie fich mit 
ber legtgenannten im Anfangspunkte ber Koordinaten 
unter rechten Winkeln fehneiden, und mit a’, 8‘, y', a, y 
die Winkel ihrer Normalen und der Koorbinatenaren, 

fg ift nach der Analogie - 
. Q’=Pecosa'--P’cos @'-F EP” cosy‘ 
NP eosa’'+F’cosß' + P' cos —* 
Addirt man die Quadrate dieſer Werthe von Q, 9’, 00; 
fo findet man wegen ben Bedingungsgleichungen 601) 








x 





pi 
V. Sigenfdaften ber Projektionen. \ 48 


0° + 0° +02 „Pr .„P? 4 Pu⸗ . 710) 
und durch Elimination der Größen P, P', P” 
P=0cosa +0 cosa' +O''%os a” on 
P Qcos cos +O"cosB! © .:% MM) 
PO cosy cos +Q"cosyl - Ze 


461. Man erfieht hieraus, daß die. Summe 
02 2 02 von der Lage der drei Proiektionde 
ebenen unabhängig ift, d. h. fie ändert fich nicht, wenn 
man von einem Syſtem rechtwixkliger Koordinaten zu 
einem anderen übergeht: biefe Summe ift immer dem 
Quadrate der projizirten Fläche gleich , wovon man fich 
überzeugen Bann, wenn man die Gleichungen 707) zum ' 
Duadrat erhebt, und ihre Summe: nimmt, Man erhält ° 
ferner aus 710) 0 

 O=V IR: + Pe + Be gr — Qi] 
weicher Ausdrud den größten Werth gibt, wenn Q’=0, 
und Q’= o ift; man hat dann den Werth der größten 
Projektion Q = [P?-+-P'2 ->P”2], und die Ebene 712) 
dieſer ‚größten Projektion ergibt ſich der Lage nach aus a 


pP‘ 
— a 
cos y 713) 





Ve+ RE, 


' weiche Gleichungen die Richtung der Geraden angeben, - 


bie im Anfangöpunfte der Koordinaten auf der Ebene 
ber größten Projektion ſenkrecht fleht. u \ 


‘ VIIE, Flächen der zweiten Ordnung: 


462. Die aligemeinfte Form einer Gleichung des 
zweiten Grades zwiſchen drei veranderlichen Größen 


x,y,zif 


- 


> ⸗ 
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„Az! +By’ 4 cx⸗ * Dyz + Exz-+ xy 62-+-Hy 
dep Ko. nn. n 744) 
. Um bie hiedurch ausgebrüdten Flãchen Tenhen zu ler⸗ 
nen, iſt es nothwendig dieſe Gleichung durch eine ſchick⸗ 
liche Transformation der Koordinaten zu vereinfachen, 
Man verſetze erſtlich den Anfangspunkt der Koordinaten 
auf den Punkt g, h, 1 während bie Aren ber neuen 
Koordinaten x’, y‘; 2. ben vorigen parallel bleiben, ſo 
. Hit man (418) 
xz=r-+-g, y=y'+h, r=7' +i, hiedurch vers 
wandelt fich Die Sieihung Ana) in 
Arie +. By'2 +Cr:2+ Dy' z'’ +Exrz + Fx’y! 
TE +6) 2 
+@Bh-+-Di+Fg--H)y‘ 
+(20g+ Ei+Fh+Hx 
Ai⸗ Bha 4Cg⸗ FOR HEGIHFEb HG 
+-Jg+-K=o 
Segt man nun 2Ai-Dh+Eg +G=o 
2Bh + Di--Fg +H=o 
Ä 2Cg+Ei+Fh+J=o 
“und beſtimmt diefen Gleichungen gemäß nach 73) bie 
willtührlichen-Orößen g, h, i, fo findet man 


JJ +(4AB—D®)J}] | a 
715) 


.- 


—=}m[(EF—2CD)G-+(4AC—E°)H+(DE—2AF)J] 
—=ım[(48C—F2)G--(EF—2CD Hr (DF—-2BE)}] 
wobei zur Abfürzung 
‚a=1; (AF® + BE: „eD? ABC — DEF) gefeht 
wurbe, ft alfo die Größe 

AF2 --BE2--CD> —AABC— DEF von Null ver: 
fehieden; fo kann man durch diefe Zrandformation aus 
der Gleichung 714) die Glieder wegfchaffen, welche tie 
Koordinatenx’, y’, z’ in der erften Potenz enthalten, 
und es entſteht Die Gleichung 


\ 
.. 
\ * 
i 
* ⸗ a et 





f: 


‘ 


Vm. duqen der weiten Dlönung.. 4 


Id: Az’? By’: +Cx2-+Dy'z(-HExizHExiy' +L=o 716) | 


Vimobei L die Größe Air + Bh?-+Cg? + Dhi-+ Egi 
ti --Fgh +Gi--Hh-+-Jg-+-K bedeutet. 
a. 463... Wenn reelle Werthe von.x', y, bekannt 
"= find, welche dieſer Gleichung Genüge leiſten, ſo kann 
= man fie ſämmtlich auch mit entgegengeſetzten Zeichen 
» nehmen, ohne die Gleichung zu ſtören: zieht man nun 
a aus dem Anfangspunfte der Koordinaten an bie Punkte: 
x, y,2 und — x“, — y“, — 2 die Radienvekioren, 
tſo ik: ihr Werth nad) 590) =V (X +y +2) 
einer und berfelbe, während nach 591) die Kofinuffe der 
Winkel, welche diefe Radienveftoren mit den Axen der 
x’, y', 2’ bilden, gleiche Werthe aber entgegengefeßte 
Zeichen erhalten, woraus erhellet,, Daß je zwei zu Ders 
felben Are gehörende diefer Winkel mit einander zwei 
Rechte ausmachen: es befinden ſich daher die Punkte 
x’, y“, 2“ und —x' ‚—y' — 2 mit dem Anfangde 
punfte der Koordinaten in einer geraden Linie und fte=- 
ben von bemfelben beiderfeitd gleihweit ab, d. i. jede 
durch ben Anfangdpunft gehende Verbin 
bungslinie des durch die Gleichung 716) 
vorgeſtellten Syſtems von Punkten wird 
in dieſem Anfangspunkte halbirt, welcher 
daher ein Mittelpunkt des Syſtems heißt. Die 
Lage deſſelben erhellet aus den Gleichungen 715). 


464. Man kann aber die Gleichung 746); noch 
mehr vereinfachen, wenn man die Richtung der Koor⸗ 
dinatenaxen verändert , welches mit Hülfe der Gleichun— 
gen 595) gefchehen kann, und es ift wie in (326). ein- 
zufehen, daß man hiebei die Windel zu und, ꝙ fo wählen 


‚Fr 


* 


y 


Tann, daß aus ber Gleichung 716) jene, Glieder, - welche J 


die Produkte der Koordinaten x’, y’, 2 enthalten, ver⸗ 
fhwinden; bezeichnet man bie. neuen Koordinaten mit 


\ 


Ss, 


A 


46 dugen wnb Furoen mit teppetat Rekmaung, 


x,y, z, fo erhält die Gleichung 716) bie einfachere Form | 
Mz= + Ny* +Pr’-L=a 71 


auf welde ſonach die Gleichung einer jeden Fläche dev 
zweiten Ordnung, welche einen Mittelpunkt hat, zurüd— 
geführt werden kann. ©. V. Il. 66. . 


465, Iſt aber der Nenner von g, h, i oder \ 
AF2 --BE2 + CD: - 4ABG — DEF — 0») 
fo Fann man zuerft hurch die Verrüdung der Axen nach 
595) der Gleihung 714) die Form 
Mz’* +Ny'? + Px'2 +-0z' + Ry'-+-Sx'.-K=0 |) 
ertheilen, und wenn man bierauf ben Anfangsypunft 
der Koordinaten in din Punft g', bh’, i' verfeßt, die 
neuen Aren aber ben vorigen parallel fein läßt, welches 
durch die Subflitution von 


"+, y'rbi, ati ſtatt m’, , 2’ gefchicht, 


ſo erhält man zur WVefeitigung der Glieder, in welchen 
bloß die erften Potenzen ber Koordinaten erſcheinen, die 
Bedingungsgleichungen | 

2M’+Q=o, 2Nh'’+R=o, 2?g’+5=0 


’ woraus man erhält 


Q RR ,..9 
iulnt 7 eiuing 1-12 Aut): 


allein die Bedingungsgleichung ») ſchließt dad Vorhan⸗ 
denfein eined Mittelpunkts aus, daher wenigfteng einer 
der Werthe g’, bh’, i’, unendlich, oder eine der Grö- 


‚BenM, N, P in der Gleichung. 0) verſchwinden muß. 


Iſt alfo ing) P='o, und man fegt 

'=y-+h, z7=z-+i, fo erhält man eine trandfors 
mirte Gleichung, in welther die Koefficienten von ze, y* 

. wieder M und N find , die Glieder hingegen mit den 

erften Potenzen von y unb z verfchwinden, wenn man 
h= R 

m Pro 





- 


vv. Flachen bee zweiten Drbnung. . | 427 
_ | 


annimmt. Um noch das von x, y, x freie Glied zu 
beſeitigen, ſetze man = x+g, wodurch 
Mit ENhe+Qi--Rh-+-K 
eg 
wird, man erhält alfo 00 
| Mz?--Ny? +Sx=o 718) 
a aber S=o,- fo gibt die Gleichung 0) bei‘ dieſer 
Subftitution 
Mz® +Ny®--L=o, wo. 719, j 
| L—Mi2 +-Nh? --Qi+Rh+K if. 0 
Sei nun ſowohl N=a, als P=o, dann wird die Gleis 
chung'o) dur) die Subftitution von "=ztri dab 
mit z verfehene Stied verlieren, wenn man | 


i=— F ſetzt, und durch die Annahme y =y-+th, 


wird dad von x, y, 2 freie Glied wegfallen, wenn man 


Mi? i+rK,. . W 
h= — —S ſein läßt, daher wird in dieſem 
_ alle die Gleichung 0) 0 | 
ZZ ‚ M2? +By+Sxz=o 720) 
und für R=o aber U 
| Mat --Sı-L=0 721) 


1X. Flächen, welde einen Mittelpunkt haben. 


466. Man kann die Klächen der zweiten Ordnung 
am leichteften überfehen, wenn man fie, in fofern fie 
einen Mittelpunkt haben, oder nicht, in zwei Klaſſen 
theilt. | oo 
Die Zlächen der erſten Klaſſe, welche einen 
Mittelpunkt haben, find fämmtlid in der Gleichung 717) 
’ Mz® + Ny2 + Px° +L=o begriffen. 
Hierunter gehören, wenfFim Folgenden die Koeffiziens 
ten M, N, P, L jederzeit bejaht angenommen werben, 





\ 
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"I. das Ellipfoib vorgeſtellt dutch bie Gleichung 
Ma: --Ny2 +Px® — L=o 
IL, ber elliptiſche Cylinder, deſſen Gleichung 
Mı: + Ny2—L=o 
‘ DI. das einfächerige Hnperboloid in ber Gleichung 
M22 - Ny--Pxe --L=o 
«IV. das zweifächerige Hyperboloid in der. Gleichung 
M22 — Ny® - Px⸗ —L=0o, und 
V. ber elliptifche Kegel in der Gleichung 
W M2* — Ny⸗ — Px?=o enthalten, 
467. Schneidet man, die durch die Gleichung 
Mz2 + Ny: —— — —— 
vorgeſtellte Fläche mit Ebenen, die in dem Xbſtande k 
‘den Koordinirten Ebenen beziehungsweife parallel Laufen, 
fo erhält man Durchſchnitte, deren Gleichungen 
Ny®2 + Px2 = L—Mkr, Mae + Px®—L—Nks, 
Mz? -Ny? =L— Ph 
zeigen, daß fie Ellipfen find‘, deren Größe mit dem zu⸗ 
nehmenden Abftande k abnimmt : man nennt daher diefe 
9— Fläche ein Ellipfoid. Iſt x450, fo erhält man die 
AUT PIWE), ſogenannten Hauptſchnitte des Ellipſoids, welche 
offſaber nf find, ‚deren Hauptaxen die Werthe 


VEVY as M haben; bezeichnet man diefelben mit 


a,b,c, fo folgt P= L, N=,M=! u und die 
Sleichuns des Ellipſoids erhält die Form 
x? y’ . 22 
| —+ hr +o,= 1 722) 
| ober b?c!x? 4 8* 4 .. * a?b2c2 723) 
Ein folhed Elipfoid wird erzeugt, wenn eine Elipfe 
- NRM (Fig. 40) ſich parallel mit ber Ebene xy Längft 
ber Are der = bewegt, während fie beftändig die in ben 


\ 


\ı 








Ix, Ziachen, , wege einen Mittelpunkt Haben. 4 


— 


Ebenen xz und yz gelegenen Elipfen DB, DG berührt: 
denn heißen die Hauptaren AB= a, AC=b, AD=c, 
x’ die Abfeiffe deö Punktes M, und y“ die Ordinate. 
des Punktes N, fo wird bie Gleichung 


4 


\ y!2 22 
der Elipfe BD 7 + * =1 


/ y’2 22 
der Ellipſe CD ta > 1 ; woraus 


2 = a2 (1— =) y‘? = b>(1— =) folgt: nennt 


man nun x, y die Koordinaten eines Punktes Ri in der 
erzeugenben Elipfe, deren Heuptaren PMxXx, PV y 
ſind, ſo hat man 

x3 y? 

57 „1 
und. hierin die für x’& und y'® gefundenen Werthe 
gelebt, wird 


=. | 
_ +1 — 1 u 
die Gleichung der erzeugten Fläche, wie oben. ©. 8.11.75. 


468. Die Annahme N=P, oder a=b, verwante N6 
‚delt die Gleichung in 


x2 + x? + y? . " 

TE += 724) 
fie gibt für jeden ber Ebene xy parallelen Sänitt bie 
Gleichung x’+-y?=b: d--) 


welche einem Kreiſe angehört, deffen Halbmeiler 
k⸗ 
bV da if , woraus erhellet, daß ein Ellipſoid 


u mit zwei gleichen Hauptaren durch Umbdrehung einte 
Ellipſe um die dritte Hauptare erzeugt wird. Ein Elllp⸗ 
ſoid mit drei gleichen Hauptaren aber wird von jeder 





° } 


— 
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Ebene in einem Kreiſe gefchnitten, und iſt folglich mit 
‚ einer Kugel. identifh, deren Gleichung man erhält, 
wenn man a=mb=c, feht | 
| x? y? 22 mn? 725 
Wenn von den drei Koeffizienten M, N, Peiner verfehwindet, 
fo verwandelt ſich dad Ellipfoid ineinenelliptifhenCy- 
Linder: denn es gehört. die Gleichung Mz? + Ny®—L=o 
einer Fläche an, welche für jeden auf der Are der x 
ſenkrechten Sankt eine und biefelbe Ellipfe gibt, deren 





Hauptaren vı M' VE den Aren der yund z parallel 


ſind. Bezeichnet man diefe Hauptaxen, wie oben, mit 
-b und c, fo folgt die Sean deſſ elben 


Far at =1,C4;=t m) 
469. Schneidet man bie durch Die Gleichung 

5 Mz?2 —Ny— Px -L=o 
vorgeftellte Fläche mit Ebenen ‚\die in dem Abſtande k 
den foordinirten Ebenen parallel! laufen, fo erhält man 
Durchſchnitte, deren Gleichungen 

Ny⸗ 2 _— Ma: =L— Pk:, Px: „Ma: = L—Nka 

Ny: + Bus =L-+ Mk: 

zigen Jdaß die auf der Are dei x und y ſenkrechten 
Schnitte Hyperbein find, welde mit dem wachfenden 
Abſtande k abnehmen, hingegen jeder auf ber Axe der 
2 fenfrechte eine Ellipfe fei, die mit dem Abftande k- zus 
nimmt. Man nennt diefe Flaͤche daß einfäherige 
Hyperboloib. Für k=o erhält an vefen Haupt 


ſchnitte mit ben HBauͤptaren — 3— ‚Vz: bezeich⸗ 


net man ſie nach der Ordnung mit.c, b, a fo wird die | 
Steihung der öläde 





“ - — I — 


IX. Ziaqen, weiche einen Mittelpunkt haben. 431 
yv’ at | 
tz zur" ins 1, ober 727) 
Bronx par cry? —a’hb?zr=atb’c* 728) 
Die Fläche wirb erzeugt, wenn fich eine Ellipfe NRM 
(Fig. 41) ber Ebene xy parallel längft der Are ber z 
fo bewegt, daß fie beftändig die in ben Ebenen xz und 
.yz gelegenen ungleihen Hyperbeln MB, NG berüßret: 
denn find x‘, y’ die Abſciſſen von M und N, hingegen 
x, y die Koorbinaten der erzeugenden Enipfe MN, fo 
bat man für die ˖ Hyperbeln BM, CN die Gleichungen 
R 12 22 y°’ er 
ara 
aus welchen ſich 
x za’ +9, ya +) 


ergibt, während für die Ellipfe NEM, deren Hauptaren 
PM=x', PN=y’ find, bie Gleichung beſteht, 


3 =1. &. 2.0. 70. 


x’2 
und wenn man hierin für x’?, y“⸗ iht ¶ Werthe ſetzt, wird 
x2 y? 42 { 
2b» ee ! 
 StP=N, alſo auch a=b, fo gibt! die Gleichung des 
auf die Are der z —e Schnittes; 
| N(y?++-x2:)=L—Mk: 


welche ‚einem Kreis vom Halbmefler —— —ME?. ange: 


hört, daher dann jeder auf die Are * 2 ſenkrechte 
Schnitt ein Kreis iſt, und es entſteht. das Hyperboloid 
durch die Umdrehung einer Hyperbel um die Are ber z, 


2 
beiten Steicung En ern 1 iſt. 7.729) 
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- 470. Einen merkwürdigen Einfluß auf die Geſtalt 
ber Fläche übt das Zeichen. von L and. Iſt namlich L. 


negativ, alſo rn. 
Mz2 — Ny® — Pr? L=o 


- die Gleichung der Fläche, fo hal man für einen in 
bem Abftande k der Ebene xy parallelen Schnitt, den 


Ausdruckk Ny+-Px=Mk: —] 


weichem fo lange nicht Genüge gefchieht, als k die Groͤße 
Vz nicht überfteigt; demnad) begegnet bie Ebene xy 





ber Fläche gar nicht. Da ferner die dureh den Mit:el 

punft ber Slähe, auf die Ebene xy ſenkrecht geführten 
Schnitte Hyperbeln find, deren gemeinſchaftliche Querare 
ber Are der z parallel iſt; fo befteht diefe Fläche au 2 
abgefonderten Hpperboloiden, Pie zu beiden Seiten der 
Ebene xy befindlich find: man nennt fie das zweifäde. 


tige Hyperboloid, ihre Gleichung wird durch 
obige Subſtitution 


__ __—_ | ” 


\ c2 h: a? , 
SftN=P, fo erhellet wie vorher, daß das Hyperbo⸗ 


loid durch Umdrehung: zweier entgegenftehenden Hyper⸗ 


bein entflanden if. ©. V. II. 82. 


471. Iſt endlich L=o, fo ftelt die Gleichung 
Mz? — Ny: —Px?=o0. 
eine Fläche vor, welche von den Ebenen xz, yz nach zwei 
fi) fehneidenden Geraden, deren Gleichungen 


N . 
12*06— 2=ryV iind, und bie vom jeder 


ber Ebene xy parallelen Ebene in einer Ellipſe gefchnit: 
ten witd, deren Mittelpunkt in der Are ber 2 liegt, fie 
heißt ein elliptiſcher Kegel, ber für N=P in 


einen gewöhntichen geraden Kegel übergeht. Es ift leicht 
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einzufehen, daß der elliptifche Kegel bie Afymptoten- 
fll a che beider genannten Hyperboloide ſei: denn iſt für eis 
nerlei x und y bie britte Koorbinate ded Hyperboloidd 
2, und bie des Br 2’, ſo bat man 


"= $._ __y? 
22* m’ Ha | 
daher 2’? — 27 48 
oder (2! +2) 24 **m 


mithin Zi + darn: da nun ſowohl mit denx 


als auch mit den y die z und 2° wachfen, fd wirb der 
Unterfehted der Ordinaten z’—z deſto Feiner, je größer 
die Ordinaten 2 und 2 werden, b. i. beide Flächen nä⸗ 
bern fich immer mehr , ohne ſich je zu erreichen, 


X. Kegelſchnitte. 


47%. Bekanntlich entftcht der Kegel durch die 
Umdrehung einer durch einen gegebenen feſten Punkt ge⸗ 
zogenen Geraden um eine andere unbewegliche Gerade, 
die gleichfalls durch den feſten Punkt geht. Won ben. 
beiden Geraden beißt die erflere die erzeugenbe Li⸗ 
nie, bie andere die Ure des Kegels, und der feſte Vunkt 
wird der Scheitel, oder beffer ber Mittelpunft 
des Regeld genannt. Bei einem geraden Segel bildet 
bie erzeugende Linie mit der Are einen unveränberlichen 
Winkel wi 

Sein X, y; 3 Die Koorbinaten des Mittels 
punkts, alfo 

| ro alimeh), y-y‘ = 01) 
die Gleichungen der Are, und | 
Kulikes Analyſis, 38 


— 





| 
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x— x =be—r), y-y=b'(i — 2‘) 
pie Gieichungen der erzeugenden Linie, fo bat man 
\ x x N y-y' 
und wegen 678) r 
4--ab-ta’b‘ * 
8/7 (1a? +a'?) (1--b? + + b’: 
14) LAI-N) 


2—U —tT 
— | * —x'\? —_ y’\2 
—B 
und hieraus, wenn man. den Nenner weſgſchafft, und 
beide Theile zum Quadrat erhebt, erhält man 
[z — 2’ +2 (x — x) +-a’(y— y))? | 
= cos? «(1 a? -+-4'2) (x — x) +(y-y')’H2— 7’) | 
die Gleichung der Kegelflähe. Vergl. 8. II. 185. 
473. Kür den Durdfchnitt derfelben mit der Ebene 
xyiftz=o, und menn man bie Are bes Kegelö in der 
Ebene xz, und deſſen Mittelpunkt auf der Areber z an- 
nimmt, fo iſt ach 
x’=o,y’=-0, a'=o, baher gibt obige Steigung 
für den Kegelfchnitt den Ausdrud 
(ax — 2)” — cos!a(1+a2)(x’-y?-+7'°)=o 
und, wenn man Diefe ers entwidelt und ordnet, 
erhält man 


yal—ı Yun a za 1) 731) 


wo, Kürze halber, k die —9* (ſ Pa) cosꝰ « bedeutet. 
Sei 4 der Winkel zwiſchen der Axe des Kegels und 
der Are der z, fo iſt a deſſen Tangente, alfo 157) 

a2 sin? 1 cos® | 

a en Man at 8 <00, 


fo begegnet bie Ebene xy fänmtlihen Lagen ber erzeus 


4 . { ® 2 
| ob 
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genden Linie, und ſchneidet folglich den Kegel in einer j 
geſchloſſenen Linie: ſetzt man a + @= 90 —n, fo ift 
sinß=cos(n-+e), und cos@=sin(n-+a«), alfo . 
a _cos(n-+a«) 1 _sin(n+e«) W 
Vk cosa !'WYkT coo ' baher / 


7E'< 1, und eg ift in diefem Falle der Roeffrsient 


von x? in der Gleichung 731) poſitiv, oder; ber 

Schnitt iſt eine Ellipfe, welde in einew Kreis - 

übergeht, wenn E= 0, ober die Are des Kegels mit 

der Are der z Übereinfällt,, da dann a= 0, und 

— * * =sec« wird, wodurch bie Gleichung 

731) in die einfachere ! 
yt--X?=2(secta— 1) 212% " 

übergeht. Sft aber «+B=90°, fo wird die Ebene 

| ay ber Seite bed Kegels parelel, und wegen 








sin =cose, iſt —_ u 1, 


Vk | 

und bie Gleichuns 731) verwandelt ſich in folgende 

y 't2zı=y' (ig?«—1) ' 
der Schnitt ift folglih eine Parabel. Iſt end 
ih @-+-#> 90°, fo begegnet die ſchneidende Ebene xy 
beiden Kegelflähen, und da für biefen Zaln negativ, 
alſo cos (n 4) * cos iſt, ſo wird —* ‚und der 
Koeffizient von x? in ber Gleihung 731) negativ, ober 
der Schnitt ift eine Hyperbel. 


47%. Nimmt man an, ed falle die erzeugenbe 
Linie in einer ihrer Sagen mit ber Are ber z, fo ift dann 


k 
Gleichung 731) die einfachere Form erhält 
28 + 


1 
ß=e, alſo —— Va ul Daher die, 
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y: + (1—a?) x? +2ez'x=o 732) 
So lange mın a<1 oder 8< 45°, wird 1—a? poſi⸗ 
tiv , und die Gleihung 732) gibt für den Schnitt eine 
Elipfe: ift a=1 oder $= 45°, fo wird 1—a?=o, 
und der Schnitt\ifl eine Parabel: für a>1, oder 8 >45° 
wird 1—a® neoativ, daher gibt bie Gleichung 732) 
für den Schnift ie Hyperbel. 


XI. Flach ohne einen Mittelpunkt. 


475. Zu ben Flächen der zweiten Ordnung, welche 
keinen Mittelpunkt haben, gehören: J 
I. das elliptiſche Paraboloid 
II. das hyperboli e Paraboloib N. 
III. der paraboliſche Cylinder. Die Gleichung 118) 
Mz?4-Ny:® —Sı=o 
ſtellt eine Stöche vor, ir deren zur Ebene yz parallele 





in ber Entfernung g| geführten Schnitt, die Gleihung 
.. Mz.-Ny?=5g 

welche einer Ellipfe ‚angehört, Statt‘ hat: dagegen für 
einen jeden der Ebene Xz para Velen in der Entfernung 
- bh gehenden Schnitt, die Gleichung gilt 

M22 —Sx-- Nh?’=o 
welche eine Parabel gibt, deren Hauptare 'n der Ebene 
‚xy, und ber Are ber x parallei Hegt, und deren Para⸗ 
meter cr von b nicht abhängt; es find ſonach ſämmt⸗ 
liche der Ebene yz parallele Schnitte gleiche Ellipfen, | 
und’ bie der Ebene xz parallele Schnitte einander gleiche 
Harabeln: man nennt daher die Fläche das elliptifche 
Paraboloid. Sie wird erzeugt, indem fih eine 
, Ellipfe BMC (Fig. 42) parallel zur Ebene yz fo bewegt, 
baß fie die ungleichen Parabein AB, AG, deren eine in 


1 
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ber Ebene xz, die andere in der Ebene xy gelegen iff, 
beftändig berührt. Denn it AD=—x bie Abſciſſe des 
Punktes M, CD=y’ deffen Ordinate und zugleich eine 
der beiden Hauptaren der Ellipfe BG, und BD=z’ bie 
andere Hauptare berfelben, ferner g'?=p?x, 2’ =q’x 
bie Gleichungen ber Parabeln ‚AB, fo bat man, zur 
Gleichung ber Eliyte BMC | 


y_ =i E 
* 
und Hierin ſtatt F— 2'2 ihre — * gefehk nn 
ri = 233) | 
oder p* 72 + * —*—* 22 —=0 734) 


bie Gleichung der läd St'M=N, fo wirb jeder 
der Ebene yz parallele Schnitt rin Kreis, und dad Pa⸗ 
raboloid entfleht dann burch U drehung einer Parabel 
um die Are der x. 

#76. Die Gleichung Mar Ns 8 = o 
gibt- für jeden der Ebene yz- parallelen Schnitt ben 
Ausdruck Mz® — = Sg, alfo eine Hyperbel mit den 


Hauptaren V vn! während ein der Ebene xz oder 


xy paralkeler Schnitt Paraheln liefirt. Die zugehörige 
Fläche heißteig hyperbolifches Yaraboloib: und 
wird erzeugt, indem fich eine Spperbek.MB parallel zur 
Ebene yz fo bemegt, daß. eine ihrer veränberlichen Haupt⸗ 
aren den Ordinaten z’ einer in ber Ebene xz befindli- 
hen Parabel AB, und die andere Hauptare den Drbis 
naten y’ einer andern in ber Ebene xy gelegenen Parabel 
AC gleich fei. Denn find y?=p’x, 22? =q’x bie 


Gleichungen ber Parabeln AB, AC, und 
= * = 1 die Gleihung ber Hyperbel MB, ſo er⸗ | 


‘ 
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gibt fich hieraus durch Eliminirung der Größen z’, y 


bie Gleichung ber fo erzeugten Zläche nm, oder 


p? 22 —q? y⸗ — p’q’x=o 735) 
welche mit der obigen identifch wird , wenn man 
M=p*, N=q°® ‚S=p?gq? fett. 

477. Die Gleichung Mz? — Ry— 8x =0 
gehört einer Fläche an, welche von jeber zu xz oder 
yz parallelen Ebene in einer Parabel, Hingegen von 
einer ber xy parallelen Ebene nad) einer geraden Linie 
gefchnitten wird, und baher den Namen paraboli- 
fher Gylinder führt. Sie wird erzeugt, indem 
fih eine gerade Linie BG (Fig. 43) parallel der 
Ebene xy bewegt, unb dabei die in ben Ebenen xz, 
und yz gelegenen Patabeln EE’, BF’ beftändig be 
rührt: denn find 2° = px’, 22 qy“ v) die Gleichun⸗ 
gen biefer Parabeln, und y=ax+b bie Gleichung 
der zur Ebene xy parallelen Geraden BC, fo if, weil 
legtere durch ben Punkt C geht, deffen Koordinaten 
x=0o, y=y’ find, b=y', ferner hat man, weil 
für den Punkt B die ee y=0,x=x gelten, 


y=-ax!, woraus a=— 7 T folgt, daher die Glei- 
Hung er Geraden BC 
y--Ixtr ‚ und wenn man hierin die Werthe 


von y’, x’ aus den obigen Gleichungen ») ſetzt, erhält 
man 72? — qy-px=o 736) 

die Gleichung der erzeugten Fläche. Wäre die Parabel 
FF’ eine Ellipſe, und die Parabel EE’ eine ihrer Größe 
und Lage nad) gegebene Gerade, fo würde die erzeu⸗ 
gende Gerade BC alödann ein elliptifhes Konoid' 
befeprieben haben, welches wie man leicht einfehen kann, 
eine Flaͤche der vierten Ordnung iſt. 
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478. Jede Kurve kann ald der Durchfchnitt zweier 
Frummen Flächen ‚angefehen werden. Heißen , 
F(x,y, 2) 20 und f(x’, y',z2)=o bie Gleis 
chungen diefer Flächen, fo beflimmt der Innbegriff ders 
feiden bie Durchſchnittskurve, da bei ihr die Koprdinaten 

‘,y', 2’ einerlei Werth in beiden Flächen/ haben. 
Dura Fortichaffung. von je einer der drei veränderlichen 
x’, y’, 2' zwifchen beiden Gleichungen, ergibt fich die 
Drojektioh dieſer Kurve auf einer der drei Foorbinirten 
Ebenen: und da diefe Gleichungen für die Projektionen 
nur zwei veränberliche Gkößen enthalten, daher ald Glei⸗ 
chungen für die Cylinder, welche auf diefen Projektio- 
nen und den‘ zugehörigen koorbinirten Ebenen ſenkrecht 
fiehen,, angefehen werden können, fo läßt fich jede 
Kurve im Raume ald ber Durchſchnitt 
zweier Cylinder betrachten. 


479. Führt man durch zwei Punkte einer doppelt 
gekrümmten Kurve, deren Koordinaten in Bezug auf 
ein rechtwinkliges Syſtem x, y, z und x-+- dx, y+oy, 
z-+ dz find, eine Gerade, und. bezeichnet Die veränder- 
lichen Koordinaten eines jeden ihrer Punkte mit x’, y’,z; 
fo find nad) (445) bie Gechungen Pal Geraden 


= won), y-y-lw-n) u) 


Je mehr man aber beide Yunkte zufammenrüden läßt, 
defto mehr nähert ſich die durch die Gleichungen 4) 
vorgeſtellte Sefante der Kurve ihrer Tangente, da 
legtere von den Werthen ber Größen dx, dy, dz, 
welche den Abftand beider Punkte bedingen, unabhän- 
gig iſt; ſonach find die Gleichungen fürdie Kangente 
einer Kurve im Raume 
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X o= Sen), und y’— = Ian) 737) 


Heißen &, 8, y die Winkel ber Berührenten mit den 
Koordinatenaxen, fo erhält man aus 715), wenn 


dx „day PEPPER 
| man dz flott a, und, ſtatt a‘ ſubſtituirt, 


138) 
Die Gleichungen einer Sana welche im Verüdrume⸗ 


punkte auf der Tangepte ſenkrecht ftebt , find nach (313) 
and 737) \ 


= —(e y—y=— 0) 739) 


und bie ia welche fie mit den Koorinatenaren bil- 
bet, find Ergänzungen der Winket , By in 738) zu 
90 Graden. 





480, Seinx=fz, y= 92 die Oleihungen 
Kurve im Raume, ferner x,=Fz,, y‚=ur, 
Gleichungen einer anderen Kurve, die mit der deren 
. einerlei Anfangspunkt hat, und auf diefelben Axen bezo⸗ 
gen wird. Wenn ſich beide Kurven ſchneiden, ſo iſt für 
dieſen Durchſchnittspunkt =r,yJ=y,7=2, alſo 
=Fz, und y 23: für jeden anderen Punkt, ber 
mit der Ordinate z+-h zufammenhängt, find die Koordina- 


ten x, und ybeziehungsweife f(z-+-h), 9 (2-+ bh), und 


die Koordinaten F,, 5, in der anderen Kurve . 
F(z.+h), v(z-Hh). Man bezeichne Kürze halber 
fx+bl—Flz-+-b) mit d, undg(z--h)—y(z +h) 
mit d,, fo ergibt füch nach 414) der Abftand D ber. 
Punkte, welche berfelben Drdinate z-+-h in Beiden 


— 








— 
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Kurven zugehören, nämlich D=Y (de +d2), und 
hieraus läßt ſich wie (363) zeigen, baß ſobald, 
f,7=F,3, 9,2=w,7, feine dritte Kurve zwifchen 
diefen beiden gezogen werben kann, wenn fie nichfben- 
felben Bedingungsgleichungen Genüg⸗ leiſtet: hat man 
überdieß f,x—= F,x, und 9,7=%,7T, ſo berühren ſich 
‚bie beiden Kurven inniger als jede andere we, bi 
welcher nicht diefelben Bedingungen Statt * ben, u. ſ. f. 
Hiernach unterſcheidet man die verſchiedenen Berührungs⸗ 
grade zweier Kurven in Ord nungen, und beſtimmt 
die in den Gleichungen der Kurven vorkommenden Kon⸗ 
ftanten fo, daß fie jenen Bedingungen, welche mit der 
Berührung irgend einer Ordnung verbunden find, Ges 
nüge leiften, 

481, Senx’=az'-+-b, = = alz’+-b‘ ») bie 
Gleichungen einer Geraden, welche mit einer Kurve im 
Raume an bem Punkte, befien Sage durch durch bie 
Koordinaten x, y, 2 gegeben iſt, eine Berährun 
der erften Drdnung haben fol; fo erhalt man fols - 
gende vier Gleichungen : 
x=az-Hb, y=a2’'+bi 0) mad, ay-uan a 
Setzt man die Merthe von a und a’ aus 0) in. o), und 
die hieraus für b, b’ fi ergebenden. Werthe in die 
Gleichungen ») 5 » post 


"= 7,2 J 2 ta 


„da X —x= 3 2), y' 7-2 I a — 7) wie 
737): woraus hervorgeht, daß eine Sie Kurve be: 
rührende Gerade mit derſelben eine Be 
rührung ber erfien Ordnung bildet. 

‘482. Wir wollen jegt den Kreis beftimmen, wel: 
cher mit einer doppelt gefrümmten „Kurve eine Berüh— 


S 





u “ u. ud 
7 ni — —— 
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tumg ber zweiten Drbnung hat. Man kann den Kreis 
ald den Durchſchnit einer Kugel mit einer durch ben 
Mittelpunkt derfelben geführten Ebene betrachten: be= 
zeichnet man mit g, h, i.die Koordinaten bed Mittel- 
punftes, und mit R den Halbmefler der Kugel, fo ifl 
ihre Gleichung (x’ 8)? +(y' —h)2? + (2 — 6)2 Re, 
während die Gieichung einer Ebene  _ 

Ax’-+-By' +Cz‘ +D=o, da fie durch den Mittel- 
punkt der Kugel gezogen ift, in 
Alx’—g)+B(y—h)-+-C(z —i)=o übergeht, und 
man kann fie dadurch etwas einfacher machen, baß man 
Zewingis mit C dividirt, und die Koeffizienten 


= 'CG mit m, n bezeichnet, hie durch entſteht 


m(—-8) (y {—h)+z' -i-=o. Nah dem in 
(480) angegebenen. Verfahren, muß der Kreis mit der 
dorgelegten Kurve nicht allein den Berührungspunft 
x, y, 2 gemein haben, fonbern ed müffen auch die er- 
ſten und zweiten Differentialquotienten, welche fich aus 
der Gleichung des Kreifes ergeben, den Differentialquo: 
tienten, welche man aus der Gleichung ber Kurve erhält, 


‚gleich fein. Dieß ‚gibt folgende ſechs Gleichungen : 


.@—8)?+(y—h)?+(2@—i)?=B® a) 
m(x—g) +a(y— h)-Fz—i=o u) 
(X g)dax+(y—h)dy+(z—i)d=0 7) 
mdxndy+dı=o 0) 
dx dy® +.d22 + (x— g)dıx - (y - H dey 
+(z—i)dez=e o) | 
| md’x--ud®y-Kd?z=0r) | 
Seht man zur Abkürzung: dx? + dy?--dz?=ds®, 
dyd?z— dıd*y=p,dıd?x— dxd’z=gq, 
 dxd’y— dyd'ı=ı ». 
fo erhält man aus _) und =) 








- j 1 


- 
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| r 
- p(x—g) +Hq(y—h)+r z—i)=0 9) 
Aus 9) ») und 0) folgt nun: | 
(y—h) (qdx — pdy) + (2 —i) (rdx —pdz)=0 e) 


m=#, n=J: dadurch wird u) 


—(y—h)r +(2—i)q = ds® ax; hieraus und aus e) | 


\ 





erhält man : | | 

(.—i) (dx — pı da+g*dx—pq dy) =ds’dx (qdx—pdy) 

allein rdz + qdy = dx dzd? y—dxdyd’r=— pdx 
FR | ds (gdx—+Pdy), 4 pur 
hiedurch wird z—i= — : und durch 

Vertauſchung ber Buchſtaben erhält man hieraus 

ds? (pdz — ıdx) ds® (rdy — qdz) 

J p +qg’ *⸗ ‚x p?’--gq?-+1? ) 
Es iſt aber, wie man fich Durch leichte Rechnung überzeugt, 
pP? + q? 4 x⸗ =ds? (d’x°+-d’y +d?!2?—d?s?) —k: ds? 

dy 


d | 
qdx - pdy=—ds’. a as -ax — ds?.d Fr 
| 


und 


tay gl = —asr.d@: ſetzt man dieſe Werthe in 
die Gleichungen 740), fo wird | | 


d 
— ds! az — ds? I Aas a“ 

2. k2 k? 
741) 


mit diefen Werthen wirb die Gleihung A) 
a 
— 





Seht man ds beſtändig, alfod’s = 0, ſo 742) 


beißen diefe Ausdrücke: 
ds?d2x , L ds?2d?y 
Ass, VOA=- 


2 72 ds2 
ie 743) 








— 
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Setzt man aber dz beftändig, alfo — =0, fo hat man 
ds s(d’sdx—d’xds) ds (a? dy —d*yds) 
Ze Sen" 77 Tree) Au >77 Tau, 


ds.d!s _ ds2 
i- mm drt dz2k 7) 


483, Sei s ein in dem Punkte x,y,2 ſich en⸗ 
digender Bogen einer im Raum verzeichneten Kurve, 
und a die Projektion deffelben duf die Ebene xy; fo 
liegen s und a in einer auf Die Ebene xy fentrecht ſte⸗ 
henden Cylinderfläche: wird dieſe in eine Ebene ausge⸗ 
breitet, fo verwandelt ſich oc in eine gerade Linie, 
welche als Abfciffenlinie für s angenommen werden kann, 
and. es entfprecher dann dem Endpunkte von 5 die 
rechtwinfligen Koordinaten a und 5; man bat ſonach 
512) ds=Y (do®-+dz?); aber a ift in feiner ur- 
fprünglihen Geftalt der Bogen eiher ebenen Kurve, 
deflen Endpunkte die rechtwinätigen Koordinaten x ey 
haben, und daher do? = dx? Way? ; es ift demmad) 

is (dx +.dy° wa 19 
Berner gibt die Formel 529) 
Fx=fo de=/JV (dx? +. dy°)dz, als Inhalt der 746) 
von dem Bogen s, feiner Projektion o und dem Ver: 
pendikel z eingefchloffenen Zläche, J 


484. Wird auf einen CEylinder mit kreisförmiger 
Grundfläche vom Halbmoſſer AC a (Fig. 44% ein Far 
„ben AM fo aufgewunben , baß die fenfrechte Entfernung 
MN jedc8 Punktes deffelben von der ı ' Grundfläche dem 
Kreisbogen AN proportionirt iſt, ſo entſteht eine Kurve 
mit doppelter Krümmung , welche man bie Schrau- 
benlinie nennt. ‚ Zieht man cx ſenkrecht auf AC, 
und feet CP=x,PN=y, MN=zJACN=v= CNP, 
Pill asinv, y=acosv; alſp durch Umkehrung 










— 
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. . . X . 
biefer Gleihungen‘Y = arc, sen-- — are, cos T, ferner- 
’ on . a 


‚hat man, wenn k eine Konftante vorſtellt MN=KAN 
ober z=akv, mithin 


x gen 
z—= akarc, ing, und 2=akarc. cos” 47) 
a 


bie Gleichungen der Sdraubenlinie. 
Nennt man o den Winkel AMN, fo ift 


- 180, allein es it AN =av, mithin ige = r 


—— ſonach hat der Faden in allen 
Punkten gegen die Grundfläche dieſelbe 
Neigung. Heißt s det Bogen AM, fo iſt 

ds? = (UAN)*-dz?, oder dsmädr Vurke), und daher 


av N 
Ss = - = 226ec 6, 748) 
2* ſan cos e 








— 


xii. Berührung und‘ Komplanation der 
| | Flaͤchen. 


485. Sei Axt + By‘ —8 Do bie Glei⸗ 

hung einer Ebene, welche durch. 3 Punkte einer krummen 

Häche gezogen wird, ‚deren Koordinaten find x, y, z, 

ferner x Po x, Yı +62; und x, ytöyız+d; 

fo hat man folgende Bebingungsgleidungen: 
Ax+By-++C2--D=o i \ 
A(x+dx)-By-+C( +92) +D=o » — 
Ax -B(V FOY) O(GAOBMDMMDMO u) 


Die erſte derſelben gibt mit der allgemeinen Gleichung 


ber Ebene und mit den zwei ſolgenpen Gleichungen 9 
und u) verbunden 
Ax'—x)+B(y’—y)+Gle _)= 0,») 
Adx-+Cds==o, und Böy-HÜdz= 0, woraus .. ; 


1} " \ - 
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en 
A dz B dz n . 
Fi und * ey folgt. Führt man Diefe 





Werthe in die Gleichung ») ein, fo/erhält man die Glei- 
‚ Gung der durch die angegebenen vei Punkte gezogenen 
Ebene 


02 5 
Die ſchneidende Ebene geht aber /in 3. die be: 
rührende Ebene über, wenx die Punkte zufammen- 
rüden ; daher ift die Gleichung ver zu dem Gunfte x, y,2 
gelegen Berlhrungsebene der stäche — | 


| ARE - 749) 
Bei einem Ellipfoid, deffen SHeigung 722) ift, hat man. | 


(dız c?x /dz\. c? . 
)=- ‚ folglich 


dx) az’ \ay/ 
| c’x 
2 —ı=— (8 2) m oder 
27 22 0 xx’ x — Y, u: 
ara=zsts * 7*8 und hierin ſtatt 


xx’ yy’ ‘ _ . | 
rt | 70) | 
die Gleichung einer das Ellipfoid tangirenden Ebene. 
Die Beflimmung der verfihiedenen Krümmungen der 
, Flächen findet man V. II. 125. 
= 486. Sei z=f(x,y) die Gleichung einer Fläche: 
" man gebente ſich zu ber Ebene yz in den Abfländen x 
and x-+ dx, und zu ber Ebene xz in den Abfländen y 
und y+oJy parallele Ebenen geführt, fo beflimmen 
dieſelben auf der krummen Fläche eine vierfeitige Figur, 
deren Oberfläche berechnen, die Fläche komplaniren 











XI: Berüfcung und Rompienation der Bläden, 4 


heißt. Die Projektion dieſer Figur auf die Ebene xy 
bat offenbar den Werth dx. dy. Zieht man an ben 
Punkt x, y, 2.eine tangirende Ebene, und verlängert 
jene parallelen Ebenen biß fie die Beruͤhrungsebene 
ſchneiden, fo wird die von ihnen auf ber letzteren be⸗ 
grenzte ebene Figur von ber fortefpohbirenden Figur 
auf der frummen Fläche defld wenig unterfchieben fein, 
je tleiner die Abmeflungen dx, dy, A: läßt man nun 
dieſe Größen ohne Ende abnehmen, und bezeichnet mit 
F die zu komplanirende Fläche, alfo mit deF ihr zwi: . 
fehen den genannten Ebenen eingeſchloſſenes Stüd, und ; 
mit A den Neigungswinkel ber tangirenden Ebene gegen ı 
die Ebene xy, fo il dvdy=d*2Fcosi, oder weil 2 
zugleih ber Winkel dot Normale mit der Are der z ift, 
alfo vermög 683) | 


1 
l 


col= 1 wobei a= az =p a’— mg 
vr 2.2 a/2)’ dx ’ dy 


' dF 
1 — — — 
ik, fo hat yian dx.dy Varprtey’ ‚ daher 
- =ffazäyyV AH p° + iR 71) / 


487. Kann eine frumme Fläche durch Umdrehung 
einer ebenen Kurve um eine in ihrer Ebene befindliche 
Gerade, welche ald Are der xigelten fol, erzeugt werden, 
fo läßt fich dad zwifchen zweien, auf biefer Geraden 
ſenkrecht ftehenden Ebenen enthaltene Stüd der Fläche 
durch eine einzige Integration beflimmen. Sei AMM' 
(Fig. 15) die Kurve, Af=x, PM=y=/x,PP=k, 
alſo PM'’=f(x+k), fo.ift (368) der Bogen MM’ 
feiner Größe nach zwifchen den ZangentenMBund MT 
“enthalten. Heißt alfo bie krumme Oberflähe uom Bo» _ 
‚gen AM erzeugt Fx, und bie bei der Umdrehung von 
MM’ befchriebene F(x+k)— Fx, fo ift die einen abs 


Aſ "Zläcen und Kurven mit doppelter Krümmung. 


gekürzten Segelnsantel bildende Spetfläce deren Seite 
MB vorſtellt \ 

. =(PM + PB). BM = [dx + kf, —R x) 
und bie ebenfalls einen abgekuͤrzten Kegelmantel bildende 
Oberfläche, deren Seite CM iſt, = (PM--P'C) x. CM 
= [2fx + kf, (<+k)]rsky [IE (erk))2], folglich 

F(x+k)—Fx <[/x + kf,x]nky [i+ F,x)?], und 

>[2fx+k/ (xtkekV IH, (x+k))°j 
baher wird für ein Stüd von k, weldes.k' heißen mag 

Fark) Far=[2fsH hf, &--KYaky HS HEN) 
entwidelt man F(x-+-k) mittelft der Tellor'ſchen Reihe, 
bivibirt dann buch k, und ſetzt zuletzt k=a, womit 
zugleich k’ verfchwindet,, fo erhält man: 

Fxı= 2nfzy 1--(fıx)? ], und hieran, folgt 
Fx = 2n/yV (det + ayr) De, JE 762) 


488. I der erzeugende Bögen ein Kreis, ber fi 
- um eine in feiner Ebene in dem Abftande a. vom Mittel- 
punfte liegende A»e drehet, fo ift diefe zur Abſciſſenlinie 

‚ und eine darauf durch den Mittelpunkt ded Kreiſes gezo⸗ 
gene Senkrechte zur Ordinatenaxe angenommen, bie Or: 

Bimate irgend eines Punktes y=a+Y (r? —x?), woraus 
r?=xr’+-(y—a), vderr?=x? +(a— y)? folgt, 
je nachdem man den Punkt außerhalb der Are und des 
hr parallelen Durchmeſſers, oder innerhalb derſelben an⸗ 
nimmt. Man hat nun 

dx 
V de +ayn= ve)’ app Fr=2ntl— sans 


nämlich nad 331) px =2atmate.sin" 4.2012 758) 


wo die Konſtante null ift, weil bie Oberfläche mit bee 
Abfeiffe verſchwindet. Setzt manx=r, fo ergibt fi 
die Oberfläche des von dem Qundranten erzeugten Kör⸗ 
pers ar? + Ir? a: das Doppelte hievon gibt bie vom 
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Halbkreiſe beſchriebene Oberfläche Zarız? +4rn. 754) 
welche für a= 0 die Kugeloberfläche =4r? m gibt. 755) 
Nimmt man diefen Ausdruck zuerft mit dem oberen, und 
Dann mit dem unteren Zeichen ; fo gibt ihre Summe die 
von dem ganzen Kreis befchriebene ringförmige Ober⸗ 
flähe = 4arn? : ihr Unterfhiedb hingegen if 756) 
8r277 gleich der doppelten Oberfläche einer mit bem - 757) 
Halbmefler x befchriebenen Kugel, wie e8 auch fein muß, - 
weil jeber ber zwei Halbkreiſe eine Kugel befchreibt, 


489. Bei der Elipfe hat man nad 506) 


Var Hay") ay CE, sap. 


Fr u JV (a! - e?x?) dx, vn nad) 360) gibt 


= EV (a? _ eh x?) + * - ro, sin 758) 


wo keine Konftante hinzufömmmt, Di die Ziche mit 
x verſchwindet. Zürx=a entſteht hieraus 


Fa=nb(b +; arc. sın e): das Doppelte hievon, gibt 


die gewölbte Dierflähe, welche die Ellipſe bei ihrer Um⸗ 
Drehung um bie Hauptare 2a befchreibt 


" =2nb(b-+2 arc.sine), Ä 759) 

Iſt ba, e=o0, ſe wird fie 0 a® wie vorhin, 

weil nach (230) ; 870, sine für e=o, ina übergeht. 
490. Die beſchreibende Linie ſei eine Perabel, die | 


fich um ihre Are dreht; fo bat man wegen 504) | 
Fx = n/fdx (4px+p®), welches nad) 295) integrict gibt 


Fxı= ———— verſchwindet nun die Flaäche 


- 


Kulit's Analyſis. on | 29 


»450 Btähen unb Kurven nik boppelter aetanens. 


mit x, ſo bat: man bie Konftante = — in pt, mitgin 
die Oberfläche des parabolifchen Körpers 


=!in vertrl_ pP?) Dreht fi aber 760) 


die Parabel um die Ordinatenare, fo hat man 
 Fx=nfdxyY (4x° + PN): man ſetze p= —8a, hie⸗ 
durch wird 
Fx=2nldaxY (x? + Yax), ‚und nad) 334) 
arzt @’t2ar), 


A 


"Fı=nl[(a-+-x)Y (x? -P24x) - a22 





761). 
491. Die befchreibende Linie fei eine Hyperbel, | 
die ſich um ihre Are brebt, fo hat mar wegen 511) | 


— Te faxy (e2 x2 —a?), und nad) 359) 


| Fı= = [5x Y (e!x?—.?) —  jerty(ezt-an])] 


da bad Integral für x = a verſchwinden fol, fo hat 
man die Konftante = — mb? (nab: — b), ſo⸗ 


m eo ſich | 
Fı= 7 er Vera ne | 
Ä 762) 

Dreht ſich aber bie Hyperbel um ihre Tangente im Schei⸗ 

tel, ſo iſt vermög 508) | 
UV (dx? +ay?)_aty? bir? as yt tar b>y2 tar be 

dy? h x⸗ v ha x⸗ 
alſo für c—= a® +-b?, wird 


" dxe--dy® a®(c?y?—-b 
nn ſonach 


Fx = SdyY (ec: y*-+b*), und mad) 359), wenn 











— 





x, Berührung und Komplanation der lägen. 41 
Die sähe mit x verſchwindet 
b® c?y2--b° 
Fx — FU y? +b*) + ————— 
163 
Man ſetze > —J = tg op, fo ift Ta = sec? op: ſei 
ferner « ve Winkel der Kfomptoten mit der Are ‚fi 
D=itp=wsats op, dadurch wird | 
Fx=nb2cosaltggsecg-+4 (tg p-Fsecgp)], oder 
Fx = nb*cosaltgpsecp + Atg(45° +49)] 764) 


492. Bei dem eykloidaliſchen Bogen EM (Fig.28), der 
ſich um die Are EG dreht hat man, indem man in 580) 
—p ftatt p ſetzt, d. h. die Abſciſſen auf der Are vom 
Scheitel abwärts zählt, 


Van), es iſt aser 


—P gefetzt,* 








I S “ 
urc. cos P_ co8Z; und : 


1— Er sinv 2* E daher are. sinvl , mithin . 
48 Tall. sinv 24 VGpr — pe) | | 765) 
und für biefen Werth von q gibt bie Formel 752) 
Fp=2n/qy (dp® + a) ober wegen 583). 
Fp=?nV 2rl[ı Ze .sinv - E+-SapV (2r— pl 


das Integrale des erften Theils eni ſich durch theil⸗ 
weife Integration 


21V parc. sinv(pir).+ 4r v (2 —p), das Integrale 


des zweiten Theils iſt aus 20)- ar", baper 
erhält man N u 


29%. 


„FH 
Ir} 


r u 
ur 
r u 
. = 
- un 
——2 
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452 Flaächen und Kurven mit boppelten Kılmmung. 


| FPp=4ınYV 2pr arc, sinv = p Fans Zu CH 2 


und weit diefer Ausdruck für p=o ben Werih erhält 
$17.2r--C, fo if nr 12 77, und 


Fp=Anlıy Irpaxc,sinv £ + GHpV &r-p)-R"} 766) 


Seht man hier p= =2r, fo folgt bie Dberfläche- deö 
durch die Cykloide um die Are erzeugten Körperd 
= en) rm |) 


KW. Anhalt der durch krumme Flaͤchen ein⸗ 
| gefhloffenen Körper. 


493, Der Ausdruck Sydx bezeichnet nad 529) 
eine Fläche, welche durch einen Bogen der Kurve, de 
ren Gleihung y=fx ift, durch die Abfeiffe x und durd 
die Ordinate y eingefchloffen. ift. Denkt man fich über 
der Chene dieſer Kurve einen Körper /Rbelcer in ber 
Ebene xy von diefer Fläche begrenzt wird, fo gibt 
dı/y dx dad Element dieſes Körpers, alfo Sdz N% ö 
den Anhalt deffelben, oder den Raum, melden die 
Oberfläche bed ganzen Körpers einnimmt. Da jedoch 
y mit /dy gleichgeltend if, und. man bie Integrationen 
im Produkte in willkührlicher Ordnung vornehmen kann, 
fo erhält man für den Inhalt eines Körpers den Ausdrud 

. I=/Ifdx dy dz 768 


494. Die Gleihung eines Eltipfoibs mit ben 
Halbaren a,b, c ift nach 723) 
h2 c2x2 La? ey? +a2b? 22 = a: br —X und- gibt. 
für einen in dem Abſtande z der Ehene xy patallelen 
| Schnitt eine Elipfe, beren Gleichung j 


as y!.-hzx = * (c* — 2°) iſt: halt man dieſen 





XV, Indait der durch krumure Rulchen elngeſchloſſenen Koörper. 453 


Ausbrud gegen bie Gleichung einer Ellipſe 19); fo nd | 
ihre beiden Salbaren | 
2. Veen! Vera) 
daher nach 532) bie Dbe nice biefer Ellipſe 
| Sy dx + m Deo: — 22): bieß gibt 


Jaı)y ie=I=nt (or ze)  :'769) 


wo die Konftante Null ift, weil der Inhalt mit z 
verfehwindet. Kür z=c folgt hieraus ber Anhalt des 
halben Ellipfpids ? abe, und ber Inhalt. des ganzen Ellip⸗ 
ſoidbs J=4 abe 770) 
Für ein Ellipfoid mit zwei. gleichen Halbaren b=c ° 
welches durch Die Umdrehung einer Ellipfe um die Are a 


erzeugt wird, hat man  J=tmah* 771) 
Iſt aber a=b— c, fo gebt das Euipſoid i in eine Ku⸗ 
gel über, deren Inhait daher I7 as iſt. 772) 


495. Wird eine Pyramide von einer beliebigen 
Baſis B durch eine, derſelben parallele, Ebene gefchnit- 
ten, fo ift bekanntlich der Durchfchnitt b der Bafis Ahn- 
lich: bezeichnet man mit z den Abftand beider Flächen, 
und mit h tie Höhe der Pyramide, fo bat man nach 
einem gleichfalls bekannten Satze 


B: F —h?; 9m woraus - 





B(h— 
b=- =, do Ihr = ad ——— 
| folgt: dieß gibt J = (h?2 2 — h22 -+}2°%) , und für 
z=h J=1Bh 773) 


Heißt a die Höhe der abgefürzten Pyramide, ihr In— 
balt K, und x die Höhe der Ergänzungöpyramide, k ihr 
Inhalt; fo gibt bie Proportion u) 


4 . 








u * 


— 
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‚ B:b=(a+-x)?;x?, woraus N 
_a(b+-V Bb) 2(B +VBb) 
=; rem OB 


‚or /b) 


daher iſt K=J— —— | 77) 
496. Man bezeichne bei einem fenfrechten Kegel. 
mil kreisförmiger Baſis den Halbmeſſer der Baſis mit a, 
die Höbe der Spitze des Kegels mit h, fo ift fürie | 
gend einen in dem Abftande 2 ber Bafıs parallel ge⸗ 
führten Schnitt, nah u) 
‚a2: (x? + y!)n=h:2: (h--2)r, alfo 
a? (h—z)?=h* (x®-+y2), bie Steihung ber Ober: 
Mähe des Kegels: man erhält hieraus 
2=- —X (x⸗ -++y)], und ber Inhalt eines der 
. 4 Ebene yz para Schnittes | 


Jaay=z Say V EHI, mi 39) 


= bay V Rry)—rriyrV Kr] 
ur "Wird biefes Integral von y=o, bis y* *6 — x?) 


genommen, fo hat man 
2—x2 
—E — — — —x)— bei ah Veen), 


multiplizirt man biefen Yustrud mit dx, und integrirt 
hierauf die einzelnen Glieder, fo erhält man nach 30) 


| 4 sb/äx/ (a —x2)— bxY(es—x’)+} „ab arc.sin- 2, 





— — — — 5⸗—— — — 
F 
‘ 





[4 


und Durch theilmeife Integration ; ‘da 


PFicusl Allen: — x?) adx 
di —— = - Br) if, erhäke man 


nad) 365) 





' XIV, Inhalt ber durch Brumihe Fräien eingeſchlo ſeuen ædrper. 455 
— x) "hrs ‚„trve =) 


Zt anı x =. x 


— 5bzY (ax) + Ararbare, anm. Dieß gibt: 


J=/dxfidy=thx (a —x®) 
ası „x br.a+-Y (e’— x?) 
7 5a” barc, sin — 677771 
| 775) 
für den Inhalt des zwiſchen zwei auf ber Are ber x 
ſenkrechten Ebenen, beren eine durch den Mittelpunft 


gezogen iſt, enthaltenen Kegelflüdes: feßt man nun . 


x=a, fo erhält man den vierten. Theil des Kegels 
* izna® b, und den Inhalt ded ganzen Kegels 

=:!sa®b 7R) 

497. Entſteht der Körper durch die umdrehung, 

einer Kurve, deren Gleichung z=fx iſt, fo find alle 
- Schnitte derfelben mit einer ‚jur xy parallelen Ebene ® 
Kreiſe vom Halbmeſſer x, es iſt alfo für ſolche Körper 
JS/daxdy=x’n, und daher ihr Inhalt 

J=n/x® dı 777) 
Drebt ſich z. B. eine Parabel um ihre Abſciſſenaxe, fo 
ftx=p, afpJ=pn/zd= ;pmwz® =}nx22778) 
dad Poraboloid iſt Daher halb fo groß, als ein Eylin- . 
‚ber, deſſen Grundflädhe die Abfeiffe x zum Halbmeſſer 
hätte, und befien Höhe die Drdinate z wäre. Dreht 
fih aber die Parabel um die Ordinatenare, wodurch 
ein kegelartiger Körper mit konkaver Oberfläche zum 
Vorſchein kommt, ſo hat man 


w 


‚„x'dx \ 
J= nf dx= axa⸗ e 779) 





‚498. Die Sekten ber Hyperbel, deren Anfange⸗ 
punkt im Sqeitel liegt, iſt nach 463) 


FR i 
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. 
’ 
I — 


9 — 
—* ax-}-x?)=y?, daher 
——— —XE = (ax 1x) 780) 
Es drehe ſich bie Hyperbel um ihre zweite Hauptaxe, fo 


entſteht ein hohler cylinderartiger Fire deſſen Innhalt 





af: dy= El (b® + y?)dy= F 7 (baytıys)7Bt). 


Oreht fich aber diefelbe um eine ihrer Afpmptoten GR 
(Fig. 14), und man fält Ap, Mn auf GR fenfredht, 
fo ft cN=x, Mn=y, Ap=1ı, AD=kum RER'’=y | 
gefegt, MNsinpg=Mn=Nntzop, fonady wegen 498) 

. 68x — MNXCNM(as - h2) - kæ oder | 
** ng I 5 k— J sIRB—y?cosQ, 
aber ksın = = 4 mithin ı | 4 


en —— Nun iſt ber von ApıM bes 


ys{inp :sinQ 
ſchriebene Köwyer = n/y*dx, und 
cosp 
dx =dy (| —— sing y: — daher 





x? J 
— sin ꝙ u): *7 Er in ꝙ Tr grey): 


da das Integral verſchwindet, wenn y- Ap= x wir, 


ne? (3 — cos ꝙ) 
ſo iſt cẽ und ſonach 





— ——[(3— cos ꝙ) x — Ir⸗ yty’cos 9) 782) 


Der ganze in's Unendliche ſich erſtveckende Fegelförmige 
Koͤrſer, deſſen Are die Aſymptote vom Punkt p an if, 


sı (3 -cosp)r®;. 
7 3 den Werth — Tue | 783) 


ür bie gleichfeitige Hyperbel fto= =90°, und k= x, 


— 





XIV, Inheit der durqh krumme Jlachen eingeſchloſſraen Röcper zu 


do’ =. Ienklkoy, 271) 
und ber ganze kegelförmige Körper=rck* 785) 


‘499. Gei der erzeugenbe Bogen eine Giffeibe, 
deren Gleichung 551) iſt, ſo hat man 
y3 
x vertan, mithin 
1 afy? dx = — }x? — ax? — 442x Ba’ Ala—x); - 
da dad Integral mit x verfhwinbet, fo iſt C=8 a: 42a, 


24 
alſo J=n(8 a Dax 





500. Ein Kreißbogen, deſſen Halbmefler a, und 
Chorde 2 it, drehe fich um dieſe als Are, man ver- 
langt den Inhalt des fo erzeugten Körpers? Heißt der - 
ubftand ber Chorde von dem ihr parallelen Durchmeffer . 

b, fo ift(b + y)° +x?=u? die Eleihung bed Kreiſes, 
wenn die Chorde als Abſciſſenaxe angenommen wird; 
dieß gibt (b+ y)dy=—xdx alſo 

«-_ _PHYVH_ mi Ltr) y⸗ day 

u  Vle—(b+y)'Y Ve -(b+y)°] 

Dan fege b+-y=2, ſo iſt y’= 22 bz + b*, und 


ı__9bz2 h? 
Ii=— — ————— ——— —— nun hat man 


nad 366) I 
1°! di } . 
Sea er2eV en) ferner 
. nad) 365) - — — 
—— ar are. sin 2 12 V (at — 1), 
und nach 244) - \ 


5 Ir VE; frgtih ih 


12 art 4atr) 786) 


\ 


468 Feigen und Kürven mit boppeiter Krimmens. 
I=nte—barze+bi)y (en) 
+marbarc.sin- + C 787) 

da firz=a, J=o wird, fo hat man C=— 1a? cab, 

fest man nun z=b, und multiplizirt das Edebniß 
mit 2, ſo folgt 
J=?n(2a?-+-b?) co —2r a"b. art.cos . 768) 


St b=o, fo folgt hieraus der Kubilinhalt ber 
Kugel 27. 2a2.a= Ina? wie oben. 
501. Wird die Gerade AG (Fig. 28) zur Abſciſſen⸗ 
are; und ber Punkt A ber Cokloide zum Urfprung ge= 
wählt, fo haft man (410) 





Ä ya y° P yeay 
dx = — —  alo z/vedx=r 
V(2ıy—y®)' pauy V Ay’) 


ald Inhalt des durch die Umdrehung der Eyfloide um 
AG erzeugten Körperd. Nun ift nad 371) 


II _ . _y? “ay 
V(lrıy—y?) 37 vs 4 * NEE 2) 


ferner nach 373). 
nn v — =— SUgHIV ay- r)Hrtaresinn), I, 


(217 —y°) 
daher 


J= rl. Hr Ey" +3 sır?arc. sinv = ” 


289) 
Für y- Or folgt hieraus der durch eine halbe Goffoibe 
erzeugte Körper 38x, mithin der duch Die ganze - 
Eyfloide befchriebene 40 1° = TR), 
502. Die obere Konchoide drehe fih um bie 
Afymptote als, Are, ed wird der Inhalt des runden 
Körpers gefucht, der. zwifchen von DG und JL (Fig. 23) 
befchriebenen Kreiöflächen liegt? Man hat 560) 


* 


1 
" . . 
⸗ A 
. “ 
- [1 
. "____L- 








RW, Komplanation und Kubatur bei Polarkoordinaten. we 


on (ab + yY)ay , u (a® br yr)ay_ 
dx — EIN nit ⸗ei ———— 
welches mit Rückſicht auf 366) gibt 


1* — ca? barc. sin I+; 1 AQe+y>)V @' _y2): ” 
da I0 füry=a wird, fo iſt G=}n?a®b, und daher 
J=na? barc. cosT-+ in (2a? + y?)V (a—y?)79) 


Der Inhalt des ganzen in's Unendliche fich erſtrecken- 
den Körpers ift ra®lirnb-+-2a) 792) 
Hat, ein Faß im Boden den Halbmeffer r im Bauch den 
.a und ift feine Länge =2c, fo ift, bie Krümmung der 
Dauben konchoidiſch angenommen, aus ber Koordinaten: 
gleichung 6* , b= _ — 


ve) 
daher der Inhalt des Feßes | 


I=2n[i (222-412) —— aro. cos 793) | 


KV. _ Romplanatio und Kubatur bei Polar: 
koordinaten. 


503. Dreht ſich ein Bogen AM(Fig.45) einer 


> 4 


durch die Polargleichung r=fv vorgeſtellten Kurve 2 


- am dje Are AO, fo iſt nad 700) die erzeugte Oberfläche, 
Fx=2n/BMY (ax? -Hdy?)—=2n/PM.ds, nun hat 
- man PM= tsinv, und nach 537) ds=Y (1? dv? -4-dı2), 
Daher Fx= InSIsin vV (2 dv? + dr?) . 794) 
Der Inhalt hingegen des von der fo erzeugten Fläche 
begrenzten Körperd K befieht aus Dem durch die Umdre⸗ 
bung vom AM entflandenen Körper „ und aud dem Ke⸗ 
gel, den dad Dreieck MOP beſchreibt, ſonach ift 

‚, K=n/PM: x dAP--ı PM? n x OP 











* u 


460  Biägen und Kurven mit boppriter Krümmung, 


em fı® sin? vd(a—TLcosv)-H- ir? sin? vcosv, 
oder K=!nfıt sinvdv 795) | 
504. Bei der Iogarithmifchen Spirale iſt nad 
(404) v=Ar, und ıdv=de, d=dılY 2, daher 
Fx=2nV'2/tdısinv u), welches nach 353) gibt 
Fx=nY 2[1° sin v— ft? cos vdv] v): ſetzt man aber 
im Ausdrude u) ıdv ſtatt de, und integrirt nach 353), 
ſo erhält man 
—— 2/1dvsinv=a2ny 2—r?cosv+2fr Bcosvdr] 0) 
Multiplizirt man nun ») mit 4, und addirt o) fo folgt: 
Fx=tnı? V2[2 sinv—cosy)-+-G 
da kmofev=o,fitC=!nry2, mithin 
 A=$inP?V 2[2sinv-sinvv] 7%) 
Für vr wird bie Oberflähe =tnırVY2 79) 
Der Inhalt deffelben Körpers ergibt ſich, wenn man 795) 
x nad 353) integrirt 
K= I n{—1® cosv + 3ft® dr cos] r 
‚ und dann in 795) flatt dv feinen Werth ſetzt, und nach 
353) integrirt, wird 
K=3nlıı sinv—ı [tr dr cosv] vd). . 
Multkiyhzirt man dieſe Gleichung mit 9 und adtirt das 
Ergebniß zu 0) fo entſteht 
10K=!nrt [3sinv— ces v], 
und da der Körper mit vverſchwindet, fo iſt 
= „51°? [3 sin v + sinv v) . 798) 
Zur venvwid Ko 4nı® 799) 
Uiber bie Geometrie verdienen nachgelefen zu werben: 
Syſtem ber analytifchen Geometrie. Von Franz 
Lav. Moth. Prag 1828. - 
Lehrbuch ber höheren Geometrie, Wen 8. W. 
Brandes. Leipzig 1824. 2 Bände, | Ä 
\ . . 








- 
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Anmerkungen. ‘ 


2. Zur Seite 5. 


505. Ein Dezimalbruch hat allgemein die Som 
| = K,10-” , wenn K irgend eine ganze Zahl vor⸗ 
ſtellt. Theilt man ihn von ber linken zur rechten Hand. 
in Rlaffen von jen Stellen ein, fo fann nad) der Be⸗ 
zeichnung in ber Formel 1) ein echter Dezimalbruch 
ſo ausgedrückt werden: 
N=b.10”? +c. 102° +4.10° £...1 ee © 
woraus fich wie in (3) ergibt, baß jeder Dezimalb 
bern nziffrige Kiaffenfumme mit 10° —1, ober. deren | 
nziffrige Klaffenbifferen; mit 10” +1. einen Faktor ge⸗ 
mein hat, durch denſelben theilbar ſei. 

Bei einem periodiſchen Dezimalbruche, findet 
die Wiederholung einer beflimmten Anzahl von Ziffern, 
bie man Periode nennt, ohne Ende Statt: heißt dann 

an die Zahl der Ziffern einer Periode, fo gibt die dor⸗ 
mel 800), wegenb=c=d. 
N=b(10-r + 10-77 410-024 .. J, wo bie eine 
geflammerte Größe , ald eine rekurrente Reihe ber erſten 


— 
** 


Ordnung, 5 zum erzeugenden Bruch hat; mithin 


———— d. i. jeder periodiſche De» 801) 
zimalbruch entſteht buch Werwandlung 
eines gemeinen Bruches, deſſen Nenner 
die Form 107—1 hat, oder doch eim Baktor 

| derfelben iſt. 

Wenn bie Biffern der erſten Hälfte einer Periode 
die Ziffern der anderen Hälfte zu 9 ergängen, fo heißt 
die Periode volltommen, im Gegentheile unvoll 

Kulik's Analyſis. 30 
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42 . Anmertungen, 


kommen. Es iſt leicht einzuſehen, daß vollkommene 


Perioden zum Vorſchein kommen, wenn in 801) m eine 
gerade Zahl bedeutet, und. daß bie unvollfommenen Pe= 
rioden nur.in gerader Anzahl vorbanden find, und paats 
weije zufammengeftellt mit einander Ergänzungen bilden. 

506. In folgender Tafel enthält die Spalte D 
den Nenner eined gemeinen Bruches, die Spalte p hin- 
gegen die Anzahl ber Perioden , und n die ber Ziffern in 
einer Periode: Die unvollkommenen Perioden find mit 
u angedeutet, 






D 2|Dpn|Dpn/[Dpn]|D pn 
3 Qu 1| 83 109 257 1256 
71 6| 59 263 1'262 
15 2| 6 269 1268 
1332 6) 67 271 Sdu 6 
171 16| 171 277 du @ 
19 1 18 | 73 281 10 23 
3 1 22 | 79 283 20141 


1 5 501331 3 110 


b, Zur Eeite 31. 


507. Bringt man eine Zahl N auf die quadrati⸗ 
ſche Form x? ay?, indem man mittelſt einer Quadrat⸗ 
zahlentafel ſolche —2 beſtimmt, deren Unter⸗ 
ſchied von N, oder auch von 2N, 3N, AN... in zwei 
Faktoren auflösbar wäre, wovon der eine ein Quadrat y⸗, 
der andere aber eine Zahl Fa if, fo find nah La- 
grange fämmtlihe Theiler dieſer Zahl in der Korm 
Aaz+b enthalten, wo man flatt z alle natürlichen Zah⸗ 
len bis k zu fegen bat, wofern 4ak + bie Y N nicht 


überfleigt, und wo b mehrere beflimmte Werthe hat, 


241 8 30, 317 4u 79 





« 
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Knmestungem 463 


bie für ein gegebenes a im ber vierten und fünften Tafel 
meines oben citirten Werkes enthalten find. Man braucht 
daher nur jene Primzahlen als Xheiler von N zu vers 
fuhen, welde in den für fie gefundenen auadratiſchen 
Formen vorkommen. 


Zur Seite 55. | . 


508. Den Bert ber Lebensrente für eine 50jährige 
Perjon zu beftimmen, hat man bei 4 Prozent 


i=1.04, log. i = 0.01703= —log.q, mithin. 
log. L,= 24614 logL, — 2.449522 


log. q "= —0.01703° log. q? = 0.03407 
log.L,q=2. = 2.4441 log. L;q?=2.41545 
log.L, =2.43705 . 
log.q’ = 0.05110 | 
log. L,q’=2.38595 u. f. f.: dieß gibt 


L,q = 778.23 die folgenden Glieder findet man: 

1,0, = 26.28 169.15 155.68 144.28 132.76 121.82 

= oegı 111.47 101.66 92.38 83.64 75.41 67.68 
140 60.45 53.70 47.43 41.62 36.27 31.37 

14, done) 26-91 22.87 19.25 16.03 13.18 10.70 

209, — 1ages 356 6.75 5.24 4.00 3.01 2.25 1.68 
‚9? =182.55 4.28 1.02 0.80. 0.62 0.47 0.36 0.27 


Summe 1599.19 0,200.14 deren Summe 1672. 37 beträgt, ” 


ſonach ift der Werth der in 46) eingeflammerten Größe 


3271.56, ihr Logarithme aber ift 3.514475: ; ſubtrahirt man 


bievon logL= —* 
fo erhält man log. k= 1.04189. 


Man bat alfo k= 11.012 bei einem dährlihen Einkom⸗ 


men von 1 Gulden, und der Werth. eimer Lebensrente 
von 1000 Gulden ift für die oben egvähnte Penfion 


. 11012 Gulden. 


Nah Frankör (Cours complet de math@mati- 
ques pures, Par L. B. Francoeur Paris 1828. I. 214) 
findet man den Werth einer Lebensrente, wenn man die 

30 * 


i 





464 “umertungen. 


£eibrente auf die mittlere Lebensdauer berechnet. Hier⸗ 
nach gibt die Formel 43), wenn man 
aA4000, i=1.04, n= 17.74 fest, k= 12532, 
' d. Zur Seite 91, 

Von dem erfteren Werke ift auch eine beutfche 
 Uiberfegung vorhanden: Verſuch einer Theorie der Zah: 
In. Bon A. M. Legendre übf. von M. Creizenach 
Irkf. a. M. 1829. 

e. Zur Seite 172, 
| 509. Bei einer gleichfeitigen Hyperbel iſt a=h, 
und x? — a —y?2, hiedurch verwandelt fich der Aus⸗ 
druck 534) für ben hyperbouiſhen Sektor in 


CAM=}a?}- A. Man ſetze 802) 


ACM=ig, und. ai, ſo fq= 2649, und 803) 
ah, da xꝛ — y21 if, q=4i(x—y)"’; man hat 
alfo, wenn man von ben Logarithmen zu den Bohlen übers 
geht, eI=xr+y, une I=x—y, folglich 
x=}(eT-fer1), y=3 ı(eT—e”I). u). Se ACM! 
. (Fig.14) ein Vielfaches von ACM, ober ZACM'=ng, 
fo ift den Formeln u) gemäß ep — 4 (eI->e”T) und 
PM=y%(ede-er"d): diefe einem jeben Punkte M’ 
des hyperboliſden Sektors zugehörigen Linien, nennt 
Klügel beziehungsmweife den hyperbolifhen Ko 
finud und h pewbolifcken Sinus, und bezeich⸗ 
net fie durch cos , sinh; es iftalfo - 
coshng =} (e"1-perng), "sinhng = 4 (e"9—e") ,) 
510. Multiplizirt man 4 (eIe)=xmit . 
en peri=2x, fo entfteht 4 (er Fes)=2r—1, 
oder wegen ») 
sosh2q=2x21-1, und wenn man beide Theile 804) 
der gefundenen Gleichung mit e1 pe1* 2x multipli⸗ 
zirt, ſo erhält man 














Anmerkungen 465 


jeher 4x2 Sr, d. i. coshög= Ax*—3x805) 
und eben fo folgt: | 
coohaq=dr!— Ext +1 | tl 
cosh5q=16x5—.20x° +5x 
cosh6q=32x5 — 48x +18 —1 \ | 
Man multiplizire 4 (el— ed) =y mit el->erI—2kr, 


.806) 


fo if sıinh2q=xy, und auf gleiche Art 807) 

sinh3q=Ax!y—y . . 

sinhAgq=8xr’ y—Aıy 808 

sinhög=lxy—12xyty ) 

snh6g=32xty—S2x'y Hüry 

Seht man in diefen Formeln 1-4-y? flatt x®, ſo folgt: 
sinh3qg=4y’--Iy 509) 

sinhAgq=x(8y°-+-4y) 


snhö5qg=16y°-+20y°--5y 810) 
sinh6g=x(32y°+32y°+6y) uff. 
511. Bezeichnet man in 805) coshdq mit g, 
und fest = ſtatt x, fo erhält man bie Gleichung 


x —Satx— Jae 0, welche gegen die kubiſche Glei- 
hung x — bx—c=o gealen, gibt a ⸗ 21 }b, und 
| ==, ve among. ‚Hat man 811) | 
aus dieſer Sleichung den hyperboliſchen Sektor 3q be: 

fimmt , fo ift auch q bekannt, und dann if xz=acoshq 
bi x=2y} ‚bcoshgq. 812) 


Sei ferner in 809) sinh3q=f, und man fege I ftatt 


y,.fo.entfieht die Gleichung y„’- 2a? y— 4 a⸗ - 0. ° 
Die Vergleihung mit ber Tubifhen Gleichung 

y° r by—c=0 sek, ‚daß a=2y; b,und. 
ep, ober = V;= sinh3gq ausfält, | 813) 


e 


466 Anmerkungen. 


Hieraus endet fi ſt ch q und endlich 
yZasinhq, d. i. SP-Nq Man kann 814) 
daher mittelſt der Sektoren einer gleichſeitigen Hyper⸗ 
bel die kubiſchen Gleichungen mit einer möglichen Wurzel 
eben fo bequem auflöfen, ald die mit drei möglichen Wur⸗ 
zeln mittelft der goniometrifchen Tafeln. 

Heißt noch der Aſymptotenwinkel 2p, und fett 
AP=1,pifPM=y=i159, mithin, weni 
=1-+y', wid z=V(l1+y')=sccQy, un 
wenn man biefe Werthe in 803) ſetzt, erhält man 





g=4ltsp-tsecgy)b.i.gq=itg (45° +49) 815) 


es ergeben fich fonach die byperbolifchen Sektoren mit: 
telſt der goniometriſchen Tafeln, wenn man die logarith⸗ 
miſchen Tagenten mit dem Modulus der briggiſchen Loga⸗ 
rithmen dividirt. Stellt man für irgend einen Winkel 
p, die Größen 59, secp, und Its (450 3 9) zu⸗ 
ſammen, fo bedeuten fie zu einander sinhq, coshq 
: und sec£h oder q. Auf diefen Sägen gründet ſich die 
nachftebende Tafel ber byperbolifchen Sektoren, und ihrer 
Iogarithmifchen Sinus und Kofinus, welche zur beque⸗ 
meren Auflöfung der Eubifchen Gleichungen mit einer 
möglichen Wurzel gebraucht werben kann. Sei gegeben 
‚bie Gleichung x* — 13,359 x — 24.6838 = 0, fo hat man 
b=4453, 21: b= = 0.6487, !c= 1.3916 


1,5 =0.3243 ' 2, ab= 1.2740 
13 = 0.3010 1cosh 3 q = 0.1176 


2p = 00400 bieß gibt 3q= 0.3343, alfo g=0.1114 
a I el !cosh q = 0.0142 | 
I! ab= 1.2740 15 — 0.6953 
ix=0.6396, x=A#. 360 
Bur Seite 339. 


Die elliptiihen Bogenlängen enthält. bie Tafel e. 
470, Sei z. B. a=1, b=0.34202, x — 0.970830 : 
‚man feeb=asing, x=asinu; fo findet mang = 230°, 
u=76°, und für dieſe Größen gibt die Tafel 1.29389. 

— — 








Hyperboliſche Sektoren u. Logarithmen ihrer Sinus u. Rofinus. 467 


1997 





64 
59 






2805 07811182 4400 159 


0881 2846 079] |189 4430 161 


2887 08111197 4459 163 


0993237 0%] 1968 4716 183 


32375 096 17% 4744 185 


2 10317308 4853 194 
3458 164|1316 4880 196 
3493 106 1324 4907 199 
3529 108|1332 4934 201 
3564 1091340 4961 203 


0986 _ 3599 111|g348 4987 206 


387012511411 519% 225 


— 





468... Oyperboliſche Sektoren 












1427 5245 230 1800 6300 363} 2187 7202 52912589 8008 730 
1435 5270 333 1809 6371 3661 7195 72% 533]2598 8025 735 
41443 5295 236 1817 6341 36912%04 7238 537 2607 8042 740 
1451 6320 23811825 6362 37310912 7957 541 
1459 6345 24111833 6383 376 2221 7275 64512625 8075 749 
1467 3370 243|1842 6404 379\2229 7293 5492634 8092 754 
1475 5394 U6 1850 6 383|2238 7311 553|7643 8109 759 
1483 5419 249| 1967 ie 38 224 — — 
1491 5443 251 299109955 9348 561 
"4499 5467.254| 1875 6486 39312264 
1507 5491 257|1883 6506 39612273 7384 6692680 8175 779 
1516 5516 259| 181 6527 39927281 7402 6732689 8191 784 
1624 5539 262|1900 6547 40317290 7430) 678|2698 8208 789 
1532 5563 265] 1908 6567 406 379g 7438 582]2707 8224 794 
1540: 5587 257|1916 6587 4102307 7455 58612716 8241 79 
"1548 611 27011925 6607 4132316 7473 590|2725 8257 804 
1656 273] 1933 6627 417|2325 7491 694|2734 82774 809 
1564 56% 276] 1941 6647 4202333 7509 699177743 8290 14 


1572 5681 2778| 1950 6667 424 n345 7526 60312752 8306 819 
1580 6704 281[1958 6687 427|2351 7544 60712762 8323 825 
1588 5777 2834| 1966 6706 431 [2369 7562 6122771 8339 830 
1596 5750 28711975 6726 4342368 7579 6167780 8355 835 
1604 5773 290| 1983 6746 43812377 7597 620/3789 837% 840 
1612 6796 293|1992 6765 441 7356 7614 625|2798 8388 845 
1621 5819 296|2000 6785 44512394 7632 6292808 8404 851 
16279 5842 29812008 6804 449|2403 7649 633|2817 8420 856 
41637 5864 30112017 6824 45212412 7667 638|2826 8436 861 \ 
304 2025 6843 45612421 7684 6429835 8452 866 


1 
1653 5909 307|2034_6863 460 


2051 6901 467 
166 55 471 [2456 7758 


1686 5998 319 2067 6939 47513465 7771 665 2887 8333 893 


1694 6020 3222076 6%8 4782474 7788 669|2891 85419 899 

1702 6042 32513084 6977 4822482 7805 6742900 8565 904 

* 1710 6064 32812093 6996 486 |2491 7822 678|2910 8581 909 | 
1718 6086 331|2101 7015 490 |2500 7839 683|2919 8597 915 

17% 6108 334 2110 7034 4932609 7856 588 2928 8613 90 


1735 6129 338] 118 7053 497 2518 7873 692|7938 8629 926 
1743 6151 3412127 7092 5012527 7890 697|2947 8644 931 
1/51 6172 34412135 7090 505|2536 7907 702]2957 8660 937 
1759 6194 347 2144 7109 509 2545 7924 706 2966 8676 943 
1767 6215 350|2192 7128 613|2554 7941 711|9975 8692 948 
1776 6236 368 2161 7146 5179562 7958 71612985 8708 954 
1784 6257 357,2169 7165 5212571 :7975 72112994 8724 9 








und Bogarithmen” ihrer Sinus und Kofnus, 469 









3042 8803 0988|3494 9514 276 0212 61414509 0916 2011 
3051 8818 0994|3504 29 282|3991 0228 62214521 0932 2091 
3061 8834 10003514 9544 2894002 0243 630|4533 0947 2030 
3070 8850 100513524 9560 29614013 0258 658|4545 0963 2040 
3080 8865 10113535 9575 303 
3089 8881 101713545 9590 310] 4035 0288 654] 4.0 g994 
3099 8897 1023|3555 9605 317|4046 0303 66214581 1010 


3109 8912 10% 3565 9621 324 40857 0319 670 4593 1022.2078 


4068 0334 678|4606 1041 2087 
3128 B044 100 0349 GB7|4ELR 3 3 
3137 8959 1047|3506 9666 3454021 0364 696| 7535 1072 107 
3167 8975 1063 [3607 9681352 4102 0379 703|4643 1088 2116 
3157 8990 1059 | —— 5 1103 2126 
‚3166 9006 1065 3 an Fe 4124 0410 720|4667 1119 2136 
3176 9022 4071 |3638 9797 373] 4136 0425 728|4680 1135 2146 
3186 9037 1077 |3648 9742 330|4147 0440 736690 1150 2156 
3196 9053 1083|3659 9767 3874158 0456 74514705 1166 2163 
3206 9068 1089| „459 9772 39414170 0471 75314747 1182 2175 
3215 9064 109513679 9788 4n| 4181 0486 76214730 1197 2185 
3225 9099 11013690 9803 40914192 0501. 77014742 1213 2195 
3235 9115 1107/3700 9818 416|%204 0517 7797755 1359 nos 
3244 9130 1113|3711 9833 423|4215 0532 787|476> 
3254 9146 1120|3727 ogıg 43114227 0547 796|4780 1260 2226 
3264 9161 1126|3732 9864 43814238 0562 805[4793 1276 A236 
445 


—_ 5 927 |4818 1308 2956 
3294 9207 114513764 9909 46014273 0608 831|4831 1324 z2ee 
3303 9223 1151 4284 0624 839|4844 1340 2277 
13 9238 1157 7 9239 18 4296 0639 848|4857 1356 2287 
33 4307 0654 857|4869 1371 2297 
3333. 9269 117013806 9970 490|4319 0570 8661 7552 1357 2308 
3343 9284 1177|3817 9985 4984331 0685 875|4995 1400 2318 
3363 9315 119013838 0015 513|10e 0716 89214991 1435 2339 
3373 9330 1196|3849 Qu30 520 26 0a 21 4934 1451 2350 
3383 9346 120313860 0045 52875 0746 90}, ,. 1467 2360 
3393 9361 1209|3871 0061 53614389 0762 910 
3403 9376 1216 0076 543|4401 | 
3413 9392 122213892 0091 551 
3423 9407 122913903 0106 559 
3433 9422 12353914 0421 56714437 0824 
3443 9438 124213925 0136 573|4449 0839 gg5| ———— 





4024 0273 646|4557 0978 2049 _ 


0 Alngen elliptifger Bogen. 


Gr. 5° 10° 4 15° 200 1 250 30° | 350 409 


1 20° © 
540,.08727 08725108726 08725108725 08724108723 vera — 

“ 4080.17453 17451]17447 17443|17438 17431|17424 17417117409 
1510.26178 26171126160 26145]26127 26106] 26083 26058, 26032 
2080.34901 3488634860 34825134783 34733|34678 34619] 34558 ' 
2500.43623 43593]43544 43477|43394 43298] 43191 43076142958 


3010. 52343 5229252208 52094151953 61788[51605 51409] 51205 
3580.61060 69080160850 60672] 60451 60194] 5990759598] 59276 
4010.69774 69658 |69467 69207|68884 68506|68084 67628167153 
4510.78486 78324|78059 77697| 77247 76720| 76128 75489] 74819 
en80.87194 86979186626 86142] 85539 84832) 84036 83173] 32265 


510.88936 8870988336 87826|87189 86442] 85601 84689|83728 
5280.90677 90438|90045 89507188836 88048] 87161 86197|85182 
5380.92418 92166|91753 91187) 90481 89650|88715 87698186627 
5480.94159 93895193460 92865] 92122 91248/90264 89193| 88063 
5580.95900 95672195166 94541|93761 92843918907 90630789490 
510.97641. 97350196872 96216] 95397 94433] 93345 92160| 0908 
-10.99381 99077 |98576 97889] 97030 96019| 94878 93634] 92318 
5811.01122 0080300279 99560) 98661 97602|96405 95100] 93719 


"6141.06343 05980105383 04563| 03538 02327100957 994601978711 
6241.08084 07705|07083 06228| 05158: 03895] 02465 00900)99238 
6311.09824 09430 108781 0789106776 05459|03967 02334] 00598 
644 11564 11154/10479 09553| 08392 07020|05465 03762]0199 
6511.13304 12878112176 11213| 10005 08577]06958 05183103293 


6611.15043 14601113873 12871|11616 10132]08447 06599] 046% 
6741.16783 16324115568 14529] 13225 11683|09932 08009] 05957 
6841.18523 18047117263 16186] 14832 130931]11412 09413]07279 
6441.20262 19769|18957 17839) 16437 14776|12888 10812] 08595 
7011. 22002 2149120650 19493] 18040 16317|14360 17205] 09904 


7181.23741 23213122343 21145|19640 17857|15828 13594] 11202 
F1.25481 24935124034 22796| 21239 193941728 14977] 12497 
7341 .27220 2665615726 24446|22837 20928] 18754 16356] 13786 
7411.28959 28377127417 2609| 24432 22459| 20111 17731} 15068 
7541.30698 30097|29167 27742| 26026 23989| 21666 19101[| 16346 


7611. 82437 31818]30796 2938927619 25516|23117 20467] 17618 
7711.34176 33538|32486 31035/29210 27041|24566 21830] 18885 
7811.35915 3525834174 32680|30800 2856526012 23189) 20148 
r911.37654 36978136862 34325|32389 30086|27456 24544] 21407 
8011.39393 38698|37550 35968] 33976 31606]28897 25897] 22661 


8111.41132 40417139238 37611|355663 3312430336 27246] 23912 
1.423871 42137140925 39254| 37148 3464131773 28594| 25159 
8311.44610 43856 419612 40896138733 36157]33209 29939) 26404 
'8401.46349 45575] 142% 42537|40317 37672]346%8 31282127646 
5511.48087 47294145985 4417841900 39186|36076 32623| 28886 


8611.49826 49013]47671 45819|43483 40699|37508 33963| 30124 
8711.51565 50732]49357 47459| 45066 42211138939 36302131360 . 
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